
Çàäàíèå 1

PC1. Äîêàæèòå, ÷òî ãëóáèíà äåðåâà ðåøåíèé äëÿ ôîðìóëû PHPn+1
n åñòü Ω(n2).

PC2. Ôîðìóëà â ÊÍÔ íàçûâàåòñÿ Õîðíîâñêîé, åñëè â êàæäûé äèçúþíêò âõîäèò íå áîëåå îäíîé
ïåðåìåííîé áåç çíàêà îòðèöàíèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåâûïîëíèìîé Õîðíîâñêîé ôîðìóëû
ñóùåñòâóåò äåðåâî ðåøåíèé, ðàçìåð êîòîðîãî îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì îò äëèíû ôîðìóëû.

PC3. (Pebbling contradictions) Ïóñòü G(V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ. Äëÿ êàæîé
âåðøèíû çàâîäèì ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ è ïèøåì òàêóþ ôîðìóëó: äëÿ êàæäîé âåðøèíû
v èç êîòîðîé èäóò ðåáðà â âåðøèíû u1, u2, . . . , uk, ãäå k ≥ 0 ïèøåì äèçúþíêò ¬v ∨ u1 ∨ u2 ∨ . . . uk è
äëÿ îäíîé èç âåðøèí w âõîäÿùåé ñòåïåíè 0 äîáàâëÿåì äèçúþíêò w. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ
ôîðìóëà íåâûïîëíèìà è ÷òî ñóùåñòâóåò äåðåâî ðåøåíèé äëÿ ýòîé ôîðìóëû ðàçìåðà O(|V |).
PC4. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû â 2-ÊÍÔ (âñå äèçúþíêòû ñîäåðæàò
íå áîëåå äâóõ ëèòåðàëîâ) åñòü äåðåâî ðåøåíèé, ðàçìåð êîòîðîãî îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì îò ÷èñëà
ïåðåìåííûõ ôîðìóëû.

PC5. à) Ðàññìîòðèì ñþðüåêòèâíûé ôóíêöèîíàëüíûé ïðèíöèï Äèðèõëå ontoFPHPn+1
n , êîòîðûé

ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì â PHPn+1
n óñëîâèé, ÷òî êàæäûé êðîëèê ñèäèò íå áîëåå, ÷åì â îäíîé êëåòêå:

¬pi,j ∨ ¬pi,k äëÿ âñåõ i ∈ [n + 1] è j 6= k ∈ [n] è óñëîâèé, ÷òî â êàæäîé êëåòêå êòî-òî ñèäèò: p1,i ∨
. . . pn+1,i äëÿ âñåõ i ∈ [n]. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äåðåâà ðåøåíèé äëÿ ontoFPHPn+1

n

åñòü 2Θ(n log n).
á) Ðàññìîòðèì ôîðìóëó PMP2n+1, êîäèðóþùóþ ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ

â ïîëíîì ãðàôå íà 2n + 1 âåðøèíå. Ïåðåìåííûå xi,j äëÿ i 6= j ∈ [2n + 1] ñîîòâåòñòâóåò òîìó,
÷òî ðåáðî (i, j) âçÿòî â ïàðîñî÷åòàíèå. Äèçúþíêòû äâóõ âèäîâ: 1) ó êàæäîé âåðøèíû åñòü ïàðà:
xi,1∨xi,2∨· · ·∨xi,2n+1 äëÿ âñåõ i ∈ [2n+1]; 2) Ó êàæäîé âåðøèíû íå áîëåå îäíîé ïàðû: ¬xi,j ∨¬xi,k

äëÿ âñåõ i ∈ [2n + 1] è j 6= k ∈ [2n + 1]. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äåðåâà ðåøåíèé äëÿ
PMP2n+1 åñòü 2Θ(n log n).

PC6. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôîðìóë ORDERn, êîòîðûå êîäèðóåò, ÷òî åñòü ïîëíûé ïîðÿäîê íà
ìíîæåñòâå [n], â êîòîðîì íåò ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Ïåðåìåííûå xi,j , ãäå i 6= j ∈ [n], îçíà÷àþò,
÷òî i < j. Ôîðìóëà ñîäåðæèò äèçúþíêòû ñëåäóþùåãî âèäà:

• Ëþáûå äâà ýëåìåíòû ñðàâíèìû: xi,j ∨ xj,i äëÿ i 6= j ∈ [n].

• Àíòèñèììåòðè÷íîñòü ïîðÿäêà: ¬xi,j ∨ ¬xj,i äëÿ i 6= j ∈ [n].

• Òðàíçèòèâíîñòü ïîðÿäêà: ¬xi,j ∨ ¬xj,k ∨ xi,k äëÿ i 6= j 6= k ∈ [n].

• Îòñóòñòâèå ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà:
∨

i 6=j xi,j äëÿ âñåõ j ∈ [n].

Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçìåð ëþáîãî äåðåâà ðåøåíèé äëÿ ORDERn íå ìåíüøå, ÷åì 2Ω(n).

PC7. Ïðèäóìàòü ïðèìåð ñåìåéñòâà íåâûïîëíèìûõ ôîðìóë Fn â k-ÊÍÔ ðàçìåðà poly(n), ÷òî
ðàçìåð ëþáîãî äåðåâà ðåøåíèé Fn èìååò ñóïåðïîëèíîìèàëüíûé ðàçìåð (ðàñòåò áûñòðåå ëþáîãî
ïîëèíîìà).


