
1 Ââåäíèå. Àëãîðèòì Ìèñðà-Ãðàåñà

1.1 Ðàçîãðåâî÷íûå çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ = 〈a1, a2, · · · , am〉, ãäå êàæäûé ai ∈ [n] = {1, 2, · · · , n}. Îáî-
çíà÷èì ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ ýëåìåíòà x ÷åðåç fσ[x] = #{i | ai = x}. Èçâåñòíî, ÷òî ∃x : fσ[x] = 1 è

äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé y 6= x fσ[y] = 0 mod 2. Òðåáóåòñÿ íàéòè x çà îäèí ïðîõîä ïî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè, èñïîëüçóÿ O(log n+ logm) ïàìÿòè.

Çàâåäåì ÿ÷åéêó res è ïðè îáðàáîòêå î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà áóäåì îáíîâëÿòü çíà÷åíèå res := res

XOR ai. Ïîñêîëüêó XOR äâóõ îäèêîâûõ çíà÷åíèé ðàâåí íóëþ, è 0 XOR a = a, òî ïîñëå îáðàáîòêè âñåãî
ïîòîêà â res áóäåò ëåæàòü èñêîìûé x.

Ïðèìå÷àíèå 1. Îïåðàöèÿ XOR äëÿ äâóõ áèò b1 è b2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê b1 + b2 mod 2. Îïåðàöèÿ XOR

äëÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ ïîáèòîâî.

Çàäà÷à 2. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ = 〈a1, a2, · · · , am〉, ãäå êàæäûé ai ∈ [n]. Èçâåñòíî, ÷òî ∃x :
fσ[x] = 0 è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé y 6= x fσ[y] = 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè x çà îäèí ïðîõîä ïî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èñïîëüçóÿ O(log n+ logm) ïàìÿòè.

Çàâåäåì ÿ÷åéêó res, êîòîðàÿ áóäåò õðàíèòü ñóììó âñåõ ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ. Ïðè
îáðàáîòêå î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ai îáíîâèì çíà÷åíèå res := res + ai. Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû, êðîìå

îäíîãî, ïðèñóòñòâóþò â ïîòîêå ðîâíî îäèí ðàç, òî x +
∑m
i=1 ai = n(n+1)

2 . Âû÷òåì èç n(n+1)
2 çíà÷åíèå

res è ïîëó÷èì îòâåò.

Óïðàæíåíèå 1. Ðåøèòå Çàäà÷ó 2 ÷åðåç ïîáèòîâûé XOR.

Çàäà÷ó 2 ìîæíî îáîáùèòü, êàê åñëè áû îòñóòñòâîâàë íå îäèí, à äâà ýëåìåíòà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû
ìîãëè áû ïîäñ÷èòàòü ñóììó âñåõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S1 =

∑
i ai è ñóììó èõ êâàäðàòîâ

S2 =
∑
i a

2
i . Òîãäà äëÿ íåäîñòàþùèõ ýëåìåíòîâ ìîæíî áûëî áû ñîñòàâèòü äâà óðàâíåíèÿ:{

x1 + x2 =
∑
i i− S1

x21 + x22 =
∑
i i

2 − S2

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìå÷àíèå 2. Îáîáùåíèå Çàäà÷è 2 äî k ïðîïàâøèõ ýëåìåíòîâ èìååò êðàñèâîå ðåøåíèå áåç ïîâû-

øåíèÿ ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ. Ìû ðàññìîòðèì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîçæå â êóðñå.

1.2 Ââåäåíèå

Ìû ðàññìîòðåëè äâå çàäà÷è, â êàæäîé èç êîòîðûõ íàì ðàçðåøàåòñÿ ïðîéòè ïî íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðîâíî îäèí ðàç. Äàííîå îãðàíè÷åíèå âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì â ðåàëüíîé æèçíè.
Äàâàéòå ïðåäñòàâèì ñåáå ïîòîê äàííûõ, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç ðîóòåð. Íàñ èíòåðåñóåò êàêàÿ-íèáóäü
ñòàòèñòèêà îá àäðåñàõ äîñòàâêè: ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ àäðåñîâ èñïîëüçóåòñÿ, êóäà ïîñûëàåòñÿ íàèáîëü-
øåå ÷èñëî ïàêåòîâ è ò.ï. Ó íàñ íåò âîçìîæíîñòè õðàíèòü âñþ èñòîðèþ ïàêåòîâ. Íåò âîçìîæíîñòè
õðàíèòü è ñòàòèñòèêó ïî âñåì àäðåñàì, ïîñêîëüêó âñåãî èõ ìîæåò áûòü 232 èëè 264.

Îòñþäà âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ïîòîêîâûå äàííûå. Íàì òðåáóåòñÿ ðåøèòü íåêîòîðóþ çàäà÷ó
çà îäèí ïðîõîä, èñïîëüçóÿ o(n + m) ïàìÿòè. Èäåàëüíûì ðåøåíèåì àáñòðàêòíîé ïîòîêîâîé çàäà÷è
ñ÷èòàåòñÿ ðåøåíèå çà O(log n + logm) ïàìÿòè. Íàì òðåáóåòñÿ õîòÿ áû êîíñòàíòíîå ÷èñëî ÿ÷ååê äëÿ
õðàíåíèÿ äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è åå ýëåìåíòîâ. Áîëåå ðåàëèñòè÷íûì îáû÷íî îêàçûâàþòñÿ îöåíêè
âèäà O(poly(log n, logm)), ãäå poly � íåêîòîðûé ïîëèíîì. Òàêàÿ îöåíêà íå î÷åíü âåëèêà ïî îòíîøåíèþ
ê îáúåìó äàííûõ, íî äîñòàòî÷íà, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðèäóìàòü ðàçóìíûé àëãîðèòì.

Ñåãîäíÿ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è, ãäå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå îäíîãî ïðîõîäà. Òàêîå
äîïóùåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èíîãäà ñëó÷àéíûé äîñòóï ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçðåøåí, íî êðàéíå
äîðîã. Êàê ïðèìåð, äàííûå ìîãóò õðàíèòüñÿ íà âòîðè÷íûõ èëè òðåòè÷íûõ íîñèòåëÿõ, è îáðàùåíèå ïî
ñëó÷àéíîìó àäðåñó ìîæåò îêàçàòüñÿ ðîñêîøüþ.
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1.3 Çàäà÷à î ÷àñòîì ýëåìåíòå

Çàäà÷à 3. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ = 〈a1, a2, · · · , am〉, ãäå êàæäûé ai ∈ [n] = {1, 2, · · · , n}. Èçâåñò-
íî, ÷òî ∃x : fσ[x] ≥ bm2 c+ 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè x çà îäèí ïðîõîä ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èñïîëüçóÿ

O(log n+ logm) ïàìÿòè.

Àëãîðèòì 1. Áóäåì õðàíèòü äâå ÿ÷åéêè: res è cnt. Íà ïåðâîé ñòàäèè çàïîëíèì ÿ÷åéêè íóëÿìè. ß÷åéêà
res áóäåò õðàíèòü òåêóùåãî êàíäèäàòà, à ÿ÷åéêà cnt îòðàæàòü, íàñêîëüêî ýòî ïîõîæå íà ïðàâäó. Ïåðåä
ïðîõîäîì ïî ïîòîêó, cnt ðàâíà íóëþ.

Ïðè îáðàáîòêå î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà y áóäåì ñìîòðåòü íà ñ÷åò÷èê cnt. Åñëè cnt ðàâåí íóëþ, òî
îáíîâèì res. Åñëè y ðàâåí res, òî óâåëè÷èì cnt íà 1, èíà÷å óìåíüøèì.

1 def init ():

2 res = 0

3 cnt = 0

4
5 def process(y):

6 i f cnt == 0:

7 res = y

8 i f y == res:

9 cnt++

10 e l se :

11 cnt --

Òåîðåìà 1. Àëãîðèòì 1 êîððåêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðàâèëüíûé îòâåò. Ââåäåì âåëè÷èíó

M =

{
cnt , åñëè res = x;
−cnt , èíà÷å.

Çàìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî M ðàâíî 0. Åñëè î÷åðåäíîé ýëåìåíò y = x, òî M óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó:
ïðè res = x � î÷åâèäíî; ïðè res 6= x cnt óìåíüøàåòñÿ, çíà÷èò, M = −cnt óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîñêîëüêó
fσ[x] ≥ bm2 c, òî ïî çàâåðøåíèè îáðàáîòêè ïîòîêà M > 0. Çíà÷èò, â res áóäåò ëåæàòü x.

Â Çàäà÷å 3 ó íàñ åñòü ãàðàíòèÿ, ÷òî ÷àñòûé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò. Äàâàéòå ïîéì¼ì íàñêîëüêî ýòà
ãàðàíòèÿ ñóùåñòâåííà äëÿ îäíîïðîõîäíîãî àëãîðèòìà.

Çàäà÷à 4. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ = 〈a1, a2, · · · , am〉, ãäå êàæäûé ai ∈ [n] = {1, 2, · · · , n}. Çà îäèí
ïðîõîä ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåáóåòñÿ íàéòè x òàêîé, ÷òî fσ[x] ≥ bm2 c+ 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü m ≤ n. Ëþáîé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì äëÿ Çàäà÷è 4 èñïîëüçóåò Ω(m ·
(logn− logm+ 1)) ïàìÿòè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè m = n, òî ïàìÿòè íåîáõîäèìî Ω(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà äâå ðàâíûå ÷àñòè. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæå-
ñòâî S ⊆ [n] èç m

2 ýëåìåíòîâ è ðàñïîëîæèì åãî â ïåðâîé. Çàïóñòèì àëãîðèòì íà ýòîé ÷àñòè. Çàìåòèì,
÷òî òåïåðü èç ïàìÿòè àëãîðèòìà ìîæíî èçâëå÷ü âñå ìíîæåñòâî S. ×òîáû ïðîâåðèòü, ëåæèò ëè ýëåìåíò
x â S, äîñòàòî÷íî çàïèñàòü åãî m

2 ðàç âî âòîðîé ÷àñòè. Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò àëãîðèòìà ïðè ïðîõîäå
ïî âòîðîé ÷àñòè îçíà÷àåò, ÷òî x ∈ S, è íàîáîðîò.

Âñåãî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ èç m/2 ýëåìåíòîâ
(
n
m/2

)
≥
(

n
m/2

)m/2
. Çíà÷èò, ïàìÿòè ïîòðåáóåòñÿ

log
(

n
m/2

)m/2
= Ω(m(log n− logm+ 1)).
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Èç Òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ãàðàíòèé, ýêîíîìè÷íîå ïî ïàìÿòè ðåøåíèå ïîèñêà ÷à-
ñòîãî ýëåìåíòà òðåáóåò õîòÿ áû äâà ïðîõîäà. Â çàâåðøåíèè ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé
Çàäà÷è 4.

Çàäà÷à 5. Äàíû ÷èñëî k è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ = 〈a1, a2, · · · , am〉, ãäå êàæäûé ai ∈ [n] = {1, 2, · · · , n}.
Ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ ÷àñòûì, åñëè fσ[x] ≥ bmk c+ 1. Íåîáõîäèìî çà äâà ïðîõîäà íàéòè âñå ÷àñòûå

ýëåìåíòû, èñïîëüçóÿ O(k · (log n+ logm)) ïàìÿòè.

Àëãîðèòì äëÿ Çàäà÷è 5 ïîõîæ íà Àëãîðèòì 1. Àëãîðèòì èñïîëüçóåò äâà ïðîõîäà. Ïîñëå ïåðâîãî
ïðîõîäà àëãîðèòì îñòàâëÿåò íå áîëüøå k− 1 êàíäèäàòà â îòâåòû. Íà âòîðîì ïðîõîäå àëãîðèòì ÷åñòíî
ïîäñ÷èòûâàåò ÷àñòîòó êàæäîãî êàíäèäàòà è âîçâðàùàåò îòâåò.

Ìû ðàñïèøåì ïîäðîáíî ïåðâûé ïðîõîä è äîêàæåì, ÷òî ïîñëå íåãî âñå ÷àñòûå ýëåìåíòû âîéäóò â
ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ.

Àëãîðèòì 2 (Ïåðâûé ïðîõîä Ìèñðà-Ãðàåñà). Àëãîðèòì ïîääåðæèâàåò àññîöèàòèâíûé ìàññèâ cnt, êî-
òîðûé äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà õðàíèò åãî óñëîâíóþ ÷àñòîòó. Â cnt õðàíÿòñÿ òîëüêî íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ.
Åñëè ýëåìåíò y îòñóòñòâóåò â cnt êàê êëþ÷, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî cnt[y] = 0. Èçíà÷àëüíî cnt ïóñò.

Àëãîðèòì äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè î÷åðåäíîé ýëåìåíò y ïðèñóòñòâóåò â cnt, òî óâå-
ëè÷èâàåì ñîîòâåòñòâóþùèé ñ÷åò÷èê íà 1. Èíà÷å, åñëè â cnt ìåíüøå ÷åì k − 1 êëþ÷, òî äîáàâèì y

â cnt. Èíà÷å, âû÷òåì èç âñåõ ñ÷åò÷èêîâ â cnt ïî åäèíèöå. Åñëè êàêîé-òî ñ÷åò÷èê îáíóëèëñÿ, ñîòðåì
ñîîòâåòñòâóþùèé êëþ÷.

1 def process(y):

2 i f y in keys(cnt):

3 cnt[y]++

4 e l se i f |keys(cnt)| < k - 1:

5 cnt[y] = 1

6 e l se :

7 # cnt[y] = 1

8 for k in keys(cnt):

9 cnt[k]--

10 i f cnt[k] == 0:

11 cnt.erase(k)

Òåîðåìà 3. Ïîñëå ïåðâîãî ïðîõîäà â ìíîæåñòâå êëþ÷åé cnt áóäóò ñîäåðæàòñÿ âñå ÷àñòûå ýëåìåí-

òû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñêîììåíòèðóåì ñòðîêó 7 è çàìåòèì, ÷òî ðàáîòà àëãîðèòìà íå èçìåíèòñÿ. Äàëåå
ïî êîäó ñòðîêè 9 è 11 óäàëÿò y èç cnt îáðàòíî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ÷àñòûé ýëåìåíò x. Çàìåòèì, ÷òî ïðè îáðàáîòêå î÷åðåäíîãî y = x, cnt[x]
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, êàê ýòî âèäíî íà ñòðîêàõ 3, 5 è 7. Âñåãî èíêðåìåíòîâ áóäåò õîòÿ áû bmk c+ 1.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî cnt[x] óìåíüøàåòñÿ íå áîëüøå bmk c ðàç. Çàìåòèì, ÷òî äåêðåìåíò cnt[x] âûïîë-
íÿåòñÿ ïî îäíîìó ðàçó íà êàæäûé ïðîõîä ïî ñòðîêàì 8 � 11. Ââåäåì âåëè÷èíóM =

∑
k∈keys(cnt) cnt[k].

Ïðè îáùåì äåêðåìåíòå âåëè÷èíà M óìåíüøàåòñÿ ðîâíî íà k. Ïî õîäó âûïîëíåíèÿ êîäà âåëè÷èíà M
óâåëè÷âàåòñÿ íà 1 íà êàæäîì èç m ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó èçíà÷àëüíî âåëè÷èíàM ðàâíà íóëþ, òî âñåãî
îáùèõ äåêðåìåíòîâ ìîæåò áûòü íå áîëüøå bmk c.

Çíà÷èò, ïî çàâåðøåíèè ðàáîòû àëãîðèòìà cnt[x] áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, à x áóäåò ëåæàòü â êëþ÷àõ
cnt.

Àëãîðèòì 3 (Ìèñðà-Ãðàåñà). Çàïóñòèòü ïåðâûé ïðîõîä ñîãëàñíî Àëãîðèòìó 2. Çàïóñòèòü âòîðîé ïðî-
õîä, âî âðåìÿ êîòîðîãî äëÿ êàæäîãî êëþ÷à k â cnt ïîñ÷èòàòü åãî ÷àñòîòó. Âåðíóòü âñå ÷àñòûå ýëåìåíòû.

1.4 Ëèòåðàòóðà

1. J. Misra, David Gries, Finding repeated elements, Science of Computer Programming
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http://www.mathcs.emory.edu/~cheung/papers/StreamDB/Frequency-count/1982-Misra-FindRepeatedElements.pdf
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