
Çàäàíèå 2

Ýòè çàäà÷è áóäóò ðàçáèðàòüñÿ íà ïðàêòè÷åñêîì çàíÿòèè 19-ãî ñåíòÿáðÿ. Çàïèñûâàòü ðåøåíèÿ
íå îáÿçàòåëüíî, ìîæíî èõ çàïèñàòü, åñëè âû õîòèòå, ðåøåíèå ïðîâåðèëè.

PC8. (Unit clause propagation) Ãîâîðÿò, ÷òî íåâûïîëíèìîñòü ôîðìóëû φ â ÊÍÔ ìîæíî äîêàçàòü ñ
ïîìîùüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ åäèíè÷íîãî äèçúþíêòà, åñëè ôîðìóëà ñîäåðæèò äèçúþíêò, ñîäåðæàùèé
ðîâíî îäèí ëèòåðàë. Ìû äåëàåì ïîäñòàíîâêó ïåðåìåííîé, ÷òîáû âûïîëíèòü ýòîò ëèòåðàë, â èòîãå
ôîðìóëà ñíîâà ñîäåðæèò äèçúþíêò èç îäíîãî ëèòåðàëà. Ìû ïîâòîðÿì ýòî, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ, ÷òî
ïîäñòàíîâêà îáðàùàåò â ëîæü îäèí èç äèçúþíêòîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ôîðìóëû φ
ñóùåñòâóåò äåðåâî ðåøåíèé ðàçìåðà O(n), ãäå n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ ôîðìóëû φ.

PC9. Ïóñòü φ � íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà â ÊÍÔ îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn. Ïóñòü âñå äèçúþíê-
òû ôîðìóëû φ çàâèñÿò òîëüêî îò k ïåðåìåííûõ ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íîìåðàìè (ò.å. îò xi, xi+1, xi+2,
. . . , xi+k−1 äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ [n− k + 1]). Ïîêàæèòå, ÷òî φ èìååò äåðåâî ðåøåíèé ðàçìåðà O(nk).

PC10. Ïóñòü φ � íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà â ÊÍÔ, ìèíèìàëüíîå äåðåâî ðåøåíèé äëÿ φ èìååò
ðàçìåð S (ìû äîãîâîðèëèñü ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåð äåðåâà � ýòî ÷èñëî ëèñòüåâ). Ïîêàæèòå, ÷òî â
àññèììåòðè÷íîé èãðå Ïðóâåðà è Äåëýåðà ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ äëÿ Äåëýåðà, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò
åìó çàðàáîòàòü õîòÿ áû logS ìîíåò.

Çàäà÷è èç çàäàíèÿ 1, êîòîðûå îñòàëèñü íåðàçîáðàííûìè.

PC2. Ôîðìóëà â ÊÍÔ íàçûâàåòñÿ Õîðíîâñêîé, åñëè â êàæäûé äèçúþíêò âõîäèò íå áîëåå îäíîé
ïåðåìåííîé áåç çíàêà îòðèöàíèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåâûïîëíèìîé Õîðíîâñêîé ôîðìóëû
ñóùåñòâóåò äåðåâî ðåøåíèé, ðàçìåð êîòîðîãî îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì îò äëèíû ôîðìóëû.

PC4. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû â 2-ÊÍÔ (âñå äèçúþíêòû ñîäåðæàò
íå áîëåå äâóõ ëèòåðàëîâ) åñòü äåðåâî ðåøåíèé, ðàçìåð êîòîðîãî îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì îò ÷èñëà
ïåðåìåííûõ ôîðìóëû.

PC5. à) Ðàññìîòðèì ñþðüåêòèâíûé ôóíêöèîíàëüíûé ïðèíöèï Äèðèõëå ontoFPHPn+1
n , êîòîðûé

ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì â PHPn+1
n óñëîâèé, ÷òî êàæäûé êðîëèê ñèäèò íå áîëåå, ÷åì â îäíîé êëåòêå:

¬pi,j ∨ ¬pi,k äëÿ âñåõ i ∈ [n + 1] è j 6= k ∈ [n] è óñëîâèé, ÷òî â êàæäîé êëåòêå êòî-òî ñèäèò: p1,i ∨
. . . pn+1,i äëÿ âñåõ i ∈ [n]. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äåðåâà ðåøåíèé äëÿ ontoFPHPn+1

n

åñòü 2Θ(n log n).
á) Ðàññìîòðèì ôîðìóëó PMP2n+1, êîäèðóþùóþ ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ

â ïîëíîì ãðàôå íà 2n + 1 âåðøèíå. Ïåðåìåííûå xi,j äëÿ i 6= j ∈ [2n + 1] ñîîòâåòñòâóåò òîìó,
÷òî ðåáðî (i, j) âçÿòî â ïàðîñî÷åòàíèå. Äèçúþíêòû äâóõ âèäîâ: 1) ó êàæäîé âåðøèíû åñòü ïàðà:
xi,1∨xi,2∨· · ·∨xi,2n+1 äëÿ âñåõ i ∈ [2n+1]; 2) Ó êàæäîé âåðøèíû íå áîëåå îäíîé ïàðû: ¬xi,j ∨¬xi,k
äëÿ âñåõ i ∈ [2n + 1] è j 6= k ∈ [2n + 1]. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äåðåâà ðåøåíèé äëÿ
PMP2n+1 åñòü 2Θ(n log n).

PC6. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôîðìóë ORDERn, êîòîðûå êîäèðóåò, ÷òî åñòü ïîëíûé ïîðÿäîê íà
ìíîæåñòâå [n], â êîòîðîì íåò ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Ïåðåìåííûå xi,j , ãäå i 6= j ∈ [n], îçíà÷àþò,
÷òî i < j. Ôîðìóëà ñîäåðæèò äèçúþíêòû ñëåäóþùåãî âèäà:

• Ëþáûå äâà ýëåìåíòû ñðàâíèìû: xi,j ∨ xj,i äëÿ i 6= j ∈ [n].

• Àíòèñèììåòðè÷íîñòü ïîðÿäêà: ¬xi,j ∨ ¬xj,i äëÿ i 6= j ∈ [n].

• Òðàíçèòèâíîñòü ïîðÿäêà: ¬xi,j ∨ ¬xj,k ∨ xi,k äëÿ i 6= j 6= k ∈ [n].

• Îòñóòñòâèå ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà:
∨

i 6=j xi,j äëÿ âñåõ j ∈ [n].

Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçìåð ëþáîãî äåðåâà ðåøåíèé äëÿ ORDERn íå ìåíüøå, ÷åì 2Ω(n).

PC7. Ïðèäóìàòü ïðèìåð ñåìåéñòâà íåâûïîëíèìûõ ôîðìóë Fn â k-ÊÍÔ ðàçìåðà poly(n), ÷òî
ðàçìåð ëþáîãî äåðåâà ðåøåíèé Fn èìååò ñóïåðïîëèíîìèàëüíûé ðàçìåð (ðàñòåò áûñòðåå ëþáîãî
ïîëèíîìà), ãäå k � êîíñòàíòà.


