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Îñíîâíàÿ èäåÿ

min exact

Ìíîãîãðàííèê çàäàí âåðøèíàìè. Ïîèñê ìèíèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè

òðåáóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåáîðà áîëüøîé äîëè âåðøèí.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ

min exact

min relaxed

Îñòàâèì òîëüêî ÷àñòü ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé (ðåëàêñèðóåì óñëîâèÿ).

Ìèíèìóì èñêàòü ëåã÷å, íî îí ìîæåò áûòü ìåíüøå ìèíèìóìà â

èñõîäíîé çàäà÷å.
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Îñíîâíîé âîïðîñ: íàñêîëüêî ìåíüøå?
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Ïðèìåð: çàäà÷à î âåðøèííîì ïîêðûòèè

Çàäà÷à ÖËÏ∑
i∈V

xi → min,

xi + xj > 1 äëÿ (ij) ∈ E ,

xi ∈ {0, 1} äëÿ i ∈ V .

Ïåðåìåííûå x �èíäèêàòîðíàÿ

ôóíêöèÿ ïîêðûòèÿ U:

xi =

{
1, åñëè i ∈ U,

0, èíà÷å.

Ìèíèìóì â ÖËÏ â òî÷íîñòè ðà-

âåí ðàçìåðó ìèíèìàëüíîãî âåð-

øèííîãî ïîêðûòèÿ.

ËÏ ðåëàêñàöèÿ∑
i∈V

xi → min,

xi + xj > 1 äëÿ (ij) ∈ E ,

0 6 xi 6 1 äëÿ i ∈ V .

Çíà÷åíèÿ xi ìîãóò áûòü íåöåëû-
ìè.

Ìèíèìóì â ËÏ ðåëàêñàöèè íå

áîëüøå ðàçìåðà ìèíèìàëüíîãî

âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ.

Íî, êàê ïðàâèëî, ìåíüøå.
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Íàñêîëüêî ëåã÷å èñêàòü ìèíèìóì â ðåëàêñàöèè?

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Äàíî: öåëåâàÿ ôóíêöèÿ c (âåêòîð-ñòðîêà ðàçìåðà n), ìàòðèöà
îãðàíè÷åíèé A ðàçìåðà m × d , âåêòîð-ñòîëáåö ïðàâûõ

÷àñòåé ðàçìåðà d .

Íàéòè:
cx → max,

Ax 6 b (ñðàâíåíèå ïîêîîðäèíàòíîå).

(Èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûå ìàòðè÷íûå îïåðàöèè.)

Î ïðåäñòàâëåíèè äàííûõ

×èñëà â äàííûõ çàäà÷è çàäàþòñÿ êàê îáûêíîâåííûå äðîáè p/q.
Âûñîòà L�ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà p, q âî âõîäíûõ äàííûõ.

Äëèíà çàïèñè âõîäà n = O(dmL).
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Ñèìïëåêñ-ìåòîä

Ïåðåõîäèì èç âåðøèíû â ñîñåäíþþ, ïîêà íå äîáåð¼ìñÿ äî ìàêñèìóìà.

c

v0

vmax

Èçâåñòíî, ÷òî ñèìïëåêñ-ìåòîä õîðîøî ðàáîòàåò íà ïðàêòèêå.

Îäíàêî òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ

âàðèàíòîâ ñèìïëåêñ-ìåòîäà ïëîõàÿ, exp(d ,m), äàæå áåç ó÷¼òà âûñîòû
äàííûõ.
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Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ËÏ

Èñïîëüçóþò òå èëè èíûå ìåòîäû èç ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

1 Àëãîðèòì Õà÷èÿíà îñíîâàí íà ìåòîäå ýëëèïñîèäîâ (Þäèí,

Íåìèðîâñêèé, Øîð).

2 Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè (Êàðìàðêàð, Ðåíåãàð) îñíîâàíû

ôàêòè÷åñêè íà ìåòîäå Íüþòîíà.

Îáùàÿ ñõåìà

1 Íàéòè ýêñïîíåíöèàëüíîå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ê îïòèìóìó,

èñïîëüçóÿ ìåòîäû ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

2 Âîññòàíîâèòü òî÷íîå ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ öåïíûå äðîáè.

Íàì äîñòàòî÷íî î÷åíü òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ, âòîðîé øàã íå íóæåí.

Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 2: Ëèíåéíûå ðåëàêñàöèè ÑÏá, CSclub, 2016 6 / 1



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ËÏ

Èñïîëüçóþò òå èëè èíûå ìåòîäû èç ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

1 Àëãîðèòì Õà÷èÿíà îñíîâàí íà ìåòîäå ýëëèïñîèäîâ (Þäèí,

Íåìèðîâñêèé, Øîð).

2 Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè (Êàðìàðêàð, Ðåíåãàð) îñíîâàíû

ôàêòè÷åñêè íà ìåòîäå Íüþòîíà.

Îáùàÿ ñõåìà

1 Íàéòè ýêñïîíåíöèàëüíîå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ê îïòèìóìó,

èñïîëüçóÿ ìåòîäû ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

2 Âîññòàíîâèòü òî÷íîå ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ öåïíûå äðîáè.

Íàì äîñòàòî÷íî î÷åíü òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ, âòîðîé øàã íå íóæåí.

Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 2: Ëèíåéíûå ðåëàêñàöèè ÑÏá, CSclub, 2016 6 / 1



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ËÏ

Èñïîëüçóþò òå èëè èíûå ìåòîäû èç ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

1 Àëãîðèòì Õà÷èÿíà îñíîâàí íà ìåòîäå ýëëèïñîèäîâ (Þäèí,

Íåìèðîâñêèé, Øîð).

2 Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè (Êàðìàðêàð, Ðåíåãàð) îñíîâàíû

ôàêòè÷åñêè íà ìåòîäå Íüþòîíà.

Îáùàÿ ñõåìà

1 Íàéòè ýêñïîíåíöèàëüíîå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ê îïòèìóìó,

èñïîëüçóÿ ìåòîäû ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

2 Âîññòàíîâèòü òî÷íîå ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ öåïíûå äðîáè.

Íàì äîñòàòî÷íî î÷åíü òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ, âòîðîé øàã íå íóæåí.

Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 2: Ëèíåéíûå ðåëàêñàöèè ÑÏá, CSclub, 2016 6 / 1



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ËÏ

Èñïîëüçóþò òå èëè èíûå ìåòîäû èç ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

1 Àëãîðèòì Õà÷èÿíà îñíîâàí íà ìåòîäå ýëëèïñîèäîâ (Þäèí,

Íåìèðîâñêèé, Øîð).

2 Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè (Êàðìàðêàð, Ðåíåãàð) îñíîâàíû

ôàêòè÷åñêè íà ìåòîäå Íüþòîíà.

Îáùàÿ ñõåìà

1 Íàéòè ýêñïîíåíöèàëüíîå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ê îïòèìóìó,

èñïîëüçóÿ ìåòîäû ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

2 Âîññòàíîâèòü òî÷íîå ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ öåïíûå äðîáè.

Íàì äîñòàòî÷íî î÷åíü òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ, âòîðîé øàã íå íóæåí.

Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 2: Ëèíåéíûå ðåëàêñàöèè ÑÏá, CSclub, 2016 6 / 1



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ËÏ

Èñïîëüçóþò òå èëè èíûå ìåòîäû èç ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

1 Àëãîðèòì Õà÷èÿíà îñíîâàí íà ìåòîäå ýëëèïñîèäîâ (Þäèí,

Íåìèðîâñêèé, Øîð).

2 Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè (Êàðìàðêàð, Ðåíåãàð) îñíîâàíû

ôàêòè÷åñêè íà ìåòîäå Íüþòîíà.

Îáùàÿ ñõåìà

1 Íàéòè ýêñïîíåíöèàëüíîå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ê îïòèìóìó,

èñïîëüçóÿ ìåòîäû ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

2 Âîññòàíîâèòü òî÷íîå ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ öåïíûå äðîáè.

Íàì äîñòàòî÷íî î÷åíü òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ, âòîðîé øàã íå íóæåí.

Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 2: Ëèíåéíûå ðåëàêñàöèè ÑÏá, CSclub, 2016 6 / 1



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ËÏ

Èñïîëüçóþò òå èëè èíûå ìåòîäû èç ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

1 Àëãîðèòì Õà÷èÿíà îñíîâàí íà ìåòîäå ýëëèïñîèäîâ (Þäèí,

Íåìèðîâñêèé, Øîð).

2 Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè (Êàðìàðêàð, Ðåíåãàð) îñíîâàíû

ôàêòè÷åñêè íà ìåòîäå Íüþòîíà.

Îáùàÿ ñõåìà

1 Íàéòè ýêñïîíåíöèàëüíîå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ê îïòèìóìó,

èñïîëüçóÿ ìåòîäû ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

2 Âîññòàíîâèòü òî÷íîå ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ öåïíûå äðîáè.

Íàì äîñòàòî÷íî î÷åíü òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ, âòîðîé øàã íå íóæåí.

Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 2: Ëèíåéíûå ðåëàêñàöèè ÑÏá, CSclub, 2016 6 / 1



Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

Ëåììà

Ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì

ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ Ax 6 b (óêàçàòü ðåøåíèå èëè óáåäèòüñÿ, ÷òî

ñèñòåìà íåñîâìåñòíà).
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Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

Ëåììà
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ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ Ax 6 b (óêàçàòü ðåøåíèå èëè óáåäèòüñÿ, ÷òî

ñèñòåìà íåñîâìåñòíà).

Ñ àääèòèâíîé òî÷íîñòüþ ε: äåëåíèå ïîïîëàì

max M1M2

Ïðîâåðÿåòñÿ ñîâìåñòíîñòü ñèñòåì íåðàâåíñòâ Ax 6 b, cx > M.

Íóæíî èìåòü âåðõíþþ îöåíêó ìàêñèìóìà ÷åðåç ðàçìåð âõîäíûõ

äàííûõ. Îöåíêà max 6 exp(O(Ld log d)) ïîëó÷àåòñÿ èç íåðàâåíñòâà

Àäàìàðà äëÿ îïðåäåëèòåëåé ïîðÿäêà d .
Òðåáóåòñÿ poly(n, log(1/ε)) èòåðàöèé.
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Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

Ëåììà
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Ïðèìåíåíèå òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè ËÏ

Íóæíî íàéòè ðåøåíèå (x∗, y∗) ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
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Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà ìåòîäà ýëëèïñîèäîâ
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E0 = BR �øàðà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Öåíòðû

ýëëèïñîèäîâ îáîçíà÷èì xk .
2 Åñëè xk óäîâëåòâîðÿåò ε-îñëàáëåííîé ñèñòåìå, òî ðàáîòà

çàêîí÷åíà.
3 Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ êàêîãî-òî k âûïîëíÿåòñÿ akxk > bk + ε.

Òîãäà ýëëèïñîèä Ek+1 � ýòî ýëëèïñîèä íàèìåíüøåãî îáú¼ìà,

ñîäåðæàùèé ïîëóýëëèïñîèä E ′k = Ek ∩ {x : akx 6 akxk}.

xk

akx = bk + ε
akx = akxk

xk+1

Ek

Ek+1
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xk

akx = bk + ε
akx = akxk

xk+1

Ek

Ek+1

1 Âñå ýëëèïñîèäû Ek ñîäåðæàò ïåðåñå÷åíèå E0 ñ ìíîæåñòâîì
ðåøåíèé ñèñòåìû îñëàáëåííîé ñèñòåìû. (Èíäóêöèÿ ïî k .)

2 Ëåììà îá îáú¼ìàõ:

Vol(Ek+1)

Vol(Ek)
< e−1/(2d+2).

3 Åñëè îáú¼ì ET ìåíüøå îáú¼ìà øàðà ðàäèóñà r , òî ñèñòåìà

Ax 6 b íåñîâìåñòíà. (Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ET ñîäåðæàë áû øàð

ðàäèóñà r , ñîñòîÿùèé èç ðåøåíèé îñëàáëåííîé ñèñòåìû.)
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Îöåíêà êîëè÷åñòâà èòåðàöèé

Åñëè ïîñëå øàãà T àëãîðèòì îñòàíîâèëñÿ, òî ëèáî íàéäåíî

ðåøåíèå îñëàáëåííîé ñèñòåìû, ëèáî îòíîøåíèå îáú¼ìîâ ET è

E0 = BR ìåíüøå îòíîøåíèÿ îáú¼ìîâ Br è BR :

Vol(ET )

Vol(E0)
<

Vol(Br )

Vol(BR)
=

rd

Rd
.

Èç ëåììû îá îáú¼ìàõ ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè

e−T/(2d+2) <
rd

Rd
,

ïîñëå T èòåðàöèé àëãîðèòì ãàðàíòèðîâàíî îñòàíîâèòñÿ.

Âñïîìèíàÿ îöåíêè R = exp(O(Ld log d)) è r > ε/(
√
d2L),

ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëå

T > (2d + 2)d log
R

r
= O(d7/2L log(1/ε)) = poly(n, log(1/ε))

èòåðàöèé àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.
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Ëåììà îá îáú¼ìàõ. Ýëëèïñîèä Ë¼âíåðà � Äæîíà

Ýòî ýëëèïñîèä íàèìåíüøåãî îáú¼ìà, îïèñàííûé âîêðóã

ïîëóýëëèïñîèäà. Âñå ýëëèïñîèäû àôôèííî ýêâèâàëåíòíû, ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ åäèíè÷íîãî ïîëóøàðà.

(0, s)

(0, 0)

b

1
a

d−1∑
i=1

x2i
a2

+
(xd − s)2

b2
6 1,

b = 1− s,

a2 =
(1− s)2

1− 2s
.

Îáú¼ì ïðîïîðöèîíàëåí bad−1.
Ïðè s = 1

d+1 îáú¼ì ìèíèìàëåí.

Îòñþäà ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåòñÿ ëåììà îá îáú¼ìàõ.
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ËÏ ðåëàêñàöèÿ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ: óïðîùåíèå

Çàäà÷à ÖËÏ

min
∑
i∈V

xi = cI ,

xi + xj > 1, (ij) ∈ E ,

xi ∈ {0, 1}, i ∈ V .

ËÏ ðåëàêñàöèÿ

min
∑
i∈V

xi = cR,

xi + xj > 1, (ij) ∈ E ,

0 6 xi 6 1 i ∈ V .

Íàáëþäåíèå

Íåðàâåíñòâà xi 6 1 â ðåëàêñàöèè ìîæíî îïóñòèòü. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî îíè íå âëèÿþò íà çíà÷åíèå ìèíèìóìà: îñòàëüíûå óñëîâèÿ íå

íàðóøàþòñÿ, åñëè çàìåíèòü âñå xi > 1 íà xi = 1.
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ËÏ ðåëàêñàöèÿ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ: îöåíêà òî÷íîñòè

Òåîðåìà

cR 6 cI 6 2cR

Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âåðøèííîãî

ïîêðûòèÿ ðàçìåðîì 6 2cR èç îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ËÏ ðåëàêñàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü x∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ËÏ ðåëàêñàöèè. Ïîñòðîèì

ìíîæåñòâî S ïî ïðàâèëó S = {i : x∗i > 1/2}.
S � âåðøèííîå ïîêðûòèå: äëÿ (ij) ∈ E âûïîëíÿåòñÿ x∗i + x∗j > 1, òî

åñòü, x∗i > 1/2 èëè x∗j > 1/2. Ïîýòîìó S ïîêðûâàåò ðåáðî (ij).
Ñðàâíèì ðàçìåð S è cR, cI :

cI 6 |S | =
∑
i∈S

1 6 2
∑
i∈S

x∗i 6 2cR.
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Î äîñòèæèìîñòè îöåíîê ËÏ ðåëàêñàöèè

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáå îöåíêè äîñòèãàþòñÿ.
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Î äîñòèæèìîñòè îöåíîê ËÏ ðåëàêñàöèè

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáå îöåíêè äîñòèãàþòñÿ.

Äîñòèæèìîñòü íèæíåé îöåíêè

Ãðàô� ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå íà 2n âåðøèíàõ. Îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå äëÿ ðåëàêñàöèè xi = 1/2. Òî åñòü cR = n = cI .

Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 2: Ëèíåéíûå ðåëàêñàöèè ÑÏá, CSclub, 2016 15 / 1



Î äîñòèæèìîñòè îöåíîê ËÏ ðåëàêñàöèè

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáå îöåíêè äîñòèãàþòñÿ.

Äîñòèæèìîñòü âåðõíåé îöåíêè

Ïîëíûé ãðàô íà n > 2 âåðøèíàõ, cI = n − 1 (ëþáûå äâå âåðøèíû

ñâÿçàíû ðåáðîì).
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Î äîñòèæèìîñòè îöåíîê ËÏ ðåëàêñàöèè

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáå îöåíêè äîñòèãàþòñÿ.

Äîñòèæèìîñòü âåðõíåé îöåíêè

cI = n − 1

Ëþáûå äâå âåðøèíû ñâÿçàíû ðåáðîì. Çíà÷èò, â äîïóñòèìîì ðåøåíèè

ËÏ ðåëàêñàöèè åñòü íå áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé < 1/2. Ïóñòü x1 < 1/2,
òîãäà xi > 1− x1.
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Î äîñòèæèìîñòè îöåíîê ËÏ ðåëàêñàöèè

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáå îöåíêè äîñòèãàþòñÿ.

Äîñòèæèìîñòü âåðõíåé îöåíêè

cI = n − 1, x1 < 1/2, xi > 1− x1.
Ñóììèðóÿ ïî âñåì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåì∑

i∈V \{1}

xi > (n − 1)(1− x1),

òî åñòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íå ìåíüøå

x1 + (n − 1)(1− x1) = (n − 1)− (n − 2)x1 >
n

2
.

Ïîýòîìó îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ðåëàêñàöèè xi = 1/2, cR = n/2.
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Äîñòèæèìîñòü âåðõíåé îöåíêè

cI = n − 1, cR = n/2. Äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâóåò ãðàô, íà êîòîðîì

cI
cR

> 2− ε.

Ïîýòîìó âåðõíÿÿ îöåíêà òàêæå òî÷íàÿ.
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Îáùàÿ çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì ïîêðûòèè

Çàäà÷à MIN-Cover

Äàíî: Ñåìåéñòâî F = (S1, . . . ,Sm) ïîäìíîæåñòâ áàçîâîãî n-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà [n].

Íàéòè: ìèíèìàëüíîå ïî êîëè÷åñòâó ïîäìíîæåñòâ ïîêðûòèå

ìíîæåñòâà [n] ïîäìíîæåñòâàìè èç ñåìåéñòâà F .

Ïðèìåð

F = {{1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {3, 4, 5}, {4, 5, 6}, {5, 6, 7}, {6, 7, 8}}.

Ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà [8] ñîäåðæèò 3 ìíîæåñòâà. Îäíî èç

ìèíèìàëüíûõ ïîêðûòèé

{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {6, 7, 8}.
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ËÏ ðåëàêñàöèÿ MIN-Cover

Çàäà÷à ÖËÏ äëÿ MIN-Cover∑
S∈F

xS → min,∑
S3i

xS > 1 äëÿ i ∈ [n],

xS ∈ {0, 1} äëÿ S ∈ F .

xS = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ìíîæåñòâî S âõîäèò â ïî-

êðûòèå.

Ìèíèìóì îáîçíà÷èì cI .

ËÏ ðåëàêñàöèÿ∑
S∈F

xS → min,∑
S3i

xS > 1 äëÿ i ∈ [n],

xS > 0 äëÿ S ∈ F .

Íåðàâåíñòâà xS 6 1 íå èçìå-

íÿþò ìèíèìóìà â ËÏ ðåëàêñà-

öèè (àíàëîãè÷íî çàäà÷å î âåð-

øèííîì ïîêðûòèè).

Ìèíèìóì îáîçíà÷èì cR.
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Îöåíêà òî÷íîñòè

Òåîðåìà

Ïðè n→∞ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

cR 6 cI 6 log n · (1 + o(1))cR.

Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïîèñêà

ïîêðûòèÿ ðàçìåðîì 6 log n · (1 + o(1))cR.

Àëãîðèòì ¾îêðóãëåíèÿ¿ ñ ïàðàìåòðîì t

Ïî ðåøåíèþ x∗ 6 1 ËÏ ðåëàêñàöèè ñòðîèì íå ñëèøêîì áîëüøîå

ïîêðûòèå.

Ïîðîæäàåì ñëó÷àéíîå ïîäìíîæåñòâî X ⊆ F , íà÷èíàÿ c X = ∅.
Ïîâòîðÿåì t ðàç ïðîöåäóðó ðàñøèðåíèÿ ñïèñêà ïî ïðàâèëó ¾êàæäîå

ìíîæåñòâî S äîáàâëÿåòñÿ â òåêóùèé ñïèñîê X ñ âåðîÿòíîñòüþ x∗S¿.
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Ñâîéñòâà ñëó÷àéíîãî ñïèñêà
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E[#(íîâûõ ìíîæåñòâ)] =
∑
S∈F

Pr[S äîáàâëåíî] =
∑
S∈F

x∗S = cR.

2 Â ñèëó ëèíåéíîñòè ìàòîæèäàíèÿ, ìàòîæèäàíèå N � êîëè÷åñòâà
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3 Íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà

Pr[N > (1 + α)tcI ] 6 Pr[N > (1 + α)tcR] 6
1

1 + α
.
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Ñâîéñòâà ñëó÷àéíîãî ñïèñêà (ïðîäîëæåíèå)

3 Íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà

Pr[N > (1 + α)tcI ] 6 Pr[N > (1 + α)tcR] 6
1

1 + α
.

4 Äëÿ i ∈ [n] âåðîÿòíîñòü îñòàòüñÿ íåïîêðûòûì íà äàííîì øàãå

ëåãêî îöåíèâàåòñÿ:

Pr[i íå ïîêðûò íà îäíîì øàãå] =

=
∏
S3i

(1− x∗S) 6
∏
S3i

e−x
∗
S = exp

(
−
∑
S3i

x∗S

)
6 e−1.

5 Ïî îöåíêå îáúåäèíåíèÿ

Pr[èòîãîâûé ñïèñîê X íå ïîêðûòèå] 6 ne−t .
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Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

Äîêàçàëè óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå

Ñ âåðîÿòíîñòüþ

> 1− 1

1 + α
− ne−t

èòîãîâûé ñïèñîê ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò

îïòèìàëüíîãî íå áîëåå ÷åì â (1 + α)t ðàç.

Âûáîð ïàðàìåòðîâ

Ïðè t = ln n + 2 ln ln n, α = 1/ ln n àëãîðèòì ñ âåðîÿòíîñòüþ Ω(ln−1 n)
íàõîäèò ïîêðûòèå, îòëè÷àþùååñÿ îò îïòèìàëüíîãî íå áîëåå ÷åì â

ln n(1 + 1/ ln n)((1 + 2 ln ln n/ ln n) = ln n · (1 + o(1))

ðàç.
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Óìåíüøåíèå âåðîÿòíîñòè îøèáêè

Åñëè íóæåí àëãîðèòì, âåðîÿòíîñòü îøèáêè êîòîðîãî ìåíüøå ε, íóæíî
ïîâòîðèòü äàííûé àëãîðèòì äîñòàòî÷íî áîëüøîå (íî ïîëèíîìèàëüíîå)

÷èñëî ðàç è âûáðàòü ñàìîå ëó÷øåå èç ïîëó÷åííûõ ïîêðûòèé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå k ïîâòîðåíèé àëãîðèòìà âåðîÿòíîñòü îøèáêè

(âñå ïîëó÷åííûå ïîêðûòèÿ îòëè÷àþòñÿ îò îïòèìóìà íà ìíîæèòåëü

áîëüøå log−1 n(1 + o(1))) íå ïðåâîñõîäèò(
1− C

log n

)k
6 e−C

′k/ log n.

Ýòî ìåíüøå ε ïðè k = O(log n · log(1/ε)).
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Äîñòèæèìîñòü îöåíîê

Íèæíÿÿ îöåíêà î÷åâèäíî äîñòèãàåòñÿ. Âåðõíÿÿ äîñòèãàåòñÿ ñ

òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1/2.

Ïëîõîé ñëó÷àé äëÿ ËÏ ðåëàêñàöèè

Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ìíîæåñòâà âîçüì¼ì íåíóëåâûå ýëåìåíòû

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Fd
2 (òàê ÷òî n = 2d − 1). À â êà÷åñòâå

ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ F âîçüì¼ì àôôèííûå ãèïåðïëîñêîñòè

Sα = {x ∈ Fd
2 : α · x = 1}, α ∈ Fd

2 \ {0}.

Çàäà÷à

Äîêàæèòå, ÷òî (à) cR 6 2; (á) cI > d = log(n + 1).

Âîïðîñ

Ìîæíî ëè óëó÷øèòü îöåíêó äîñòèæèìîñòè? (Äî ìíîæèòåëÿ 1 + o(1).)
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Bad news for LP relaxations

Åñòü ïðîñòîé ¾æàäíûé¿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèÿ: íà êàæäîì

øàãå äîáàâëÿåì òî ìíîæåñòâî, êîòîðîå ïîêðûâàåò íàèáîëüøóþ äîëþ

åù¼ íåïîêðûòûõ ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à

Äîêàæèòå, ÷òî æàäíûé àëãîðèòì èìååò ïîãðåøíîñòü ln n · (1 + o(1)).
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Åñòü ëè ¾èíòåðåñíûå¿ ïðèìåðû ËÏ ðåëàêñàöèé?

Îòâåò: äà!

Ïðèìåð � çàäà÷à îá îòíîñèòåëüíîì ðàçðåçå (the sparsest cut) áóäåò

ðàçîáðàí â ñëåäóþùèé ðàç.
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