
Çàäàíèå 10 (íà 14 íîÿáðÿ)

PC41. Ïóñòü íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà â ÊÍÔ φ(x1, . . . , xn, y1, . . . yk) òàêàÿ, ÷òî îòíîøåíèå Searchφ
èìååò äýã ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðà s, â êîòîðîì âñå ïðÿìîóãîëüíèêè èìåþò âèä {(x, y) | xi1 =
α1, . . . , xil = αl, yj1 = β1, . . . , yjt = βt}, ò.å. çàôèêñèðîâàíû íåêîòîðûå êîîðäèíàòû. Ïîêàæèòå, ÷òî
òîãäà φ èìååò ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî ðàçìåðà íå áîëåå s.

PC42. Ïîêàæèòå, ÷òî åñòü îïðîâåðæåíèå PHPn+1
n â ñèñòåìå CP (ñåêóùèå ïëîñêîñòè), ðàçìåð

êîòîðîãî îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì îò n, ïðè ýòîì âñå êîýôôèöèåíòû â èñïîëüçóåìûõ íåðàâåíñòâàõ íå
ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîé êîíñòàíòû.

PC43. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû PHPn+1
n íà äâå ÷àñòè, îòíî-

øåíèå SearchPHPn+1
n

èìååò äýã ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðà poly(n).

PC44. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ïåðåìåííûõ íåâûïîëíèìîé öåéòèíñêîé ôîðìóëû
TSG íà äâå ÷àñòè, îòíîøåíèå SearchTSG

èìååò äýã ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðà poly(n).

PC45. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîäèðîâêó ïðèíöèïà Äèðèõëå. Åñòü m êðîëèêîâ, n êëåòîê è k
êëþ÷åé îò êëåòîê. Èçâåñòíî, ÷òî k > m > n. Êàæäûé êëþ÷ îòêðûâàåò íåêîòîðîå (íåïóñòîå) ìíî-
æåñòâî êëåòîê, êàæäûé êðîëèê ïîëó÷àåò õîòÿ áû îäèí êëþ÷, íèêàêèå äâà êðîëèêà íå ïîëó÷àþò
îäèí è òîò æå êëþ÷, è èçâåñòíî, ÷òî åñëè äâà êëþ÷à âûäàíû, òî îíè íå îòêðûâàþò îäíó è òó æå
êëåòêó. à) Çàïèøèòå ñêàçàííîå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû KPHPm,kn â ÊÍÔ, èñïîëüçóÿ ïåðåìåííûå:

• pi,l, êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî êðîëèê i ïîëó÷èë êëþ÷ l äëÿ i ∈ [m], l ∈ [k];

• hl,j , êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî êëþ÷ l îòêðûâàåò êëåòêó j äëÿ l ∈ [k], j ∈ [n];

• ul,l′ , êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî êëþ÷è l è l′ îáà íà ðóêàõ äëÿ l, l′ ∈ [k];

á) Âåðíî ëè, ÷òî KPHPm,kn èìååò îïðîâåðæåíèå â CP ðàçìåðà poly(k)?

PC18. (Èñïðàâëåíî!) Ãðàô Gn èìååò 2n âåðøèí è ñòðîèòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì: íåçàâèñèìî d
ðàç ìû ðàçáèâàåì âåðøèíû íà ïàðû è äîáàâëÿåì ðåáðà ìåæäó ïàðàìè (åñëè òàêîå ðåáðî óæå åñòü,
òî óâåëè÷èâàåì åãî êðàòíîñòü). Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòå d ñ âåðîÿòíîñòüþ
1− o(1) âûïîëíÿåòñÿ e(Gn) = Ω(n).

PC19. á) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ôîðìóëà φ â k-ÊÍÔ îò n ïåðåìåííûõ èìååò äðåâîâèäíîå ðåçîëþ-

öèîííîå îïðîâåðæåíèå ðàçìåðà S, òî çà âðåìÿ nO(logS+k) ìîæíî ïîñòðîèòü äðåâîâèäíîå ðåçîëþöè-
îííîå îïðîâåðæåíèå ôîðìóëû φ.

PC21. Ïóñòü Gn � ýòî ñåòêà n× n. Ïóñòü öåéòèíñêàÿ ôîðìóëà TsG,f íåâûïîëíèìà. Ïîêàæèòå,

÷òî SR(TsG,f ) ≥ 2Ω(n).
Îïðåäåëåíèå. Èãðà ñ ôèøêàìè íà ãðàôå. Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ. Çà îäèí
õîä ðàçðåøàåòñÿ ñòàâèòü ôèøêó â ëþáóþ âõîäíóþ âåðøèíó ãðàôà, à òàêæå â âåðøèíó, åñëè ôèøêà
óæå ñòîèò âî âñåõ åå ïðåäøåñòâåííèêàõ, òàêæå ìîæíî ñíèìàòü ôèøêó èç ëþáîé âåðøèíû. ×èñëî
peb(G) � ýòî íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî k, ÷òî òàêîãî êîëè÷åñòâà ôèøåê õâàòèò, ÷òîáû ïîñòàâèòü
ôèøêó â ëþáîé âûõîä ãðàôà (èìååòñÿ â âèäó, ÷òî k â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè èñïîëüçîâàíî íå
áîëåå k ôèøåê).

PC30. (Èñïðàâëåíî!) Ïóñòü G(V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ. Äëÿ êàæîé âåðøèíû
çàâîäèì ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ è îïðåäåëÿåì òàêóþ ôîðìóëó PebG: äëÿ êàæäîé âåðøèíû
v â êîòîðóþ âåäóò ðåáðà â âåðøèí u1, u2, . . . , uk, ãäå k ≥ 0 ïèøåì äèçúþíêò v∨¬u1 lor¬u2∨ . . .¬uk
è äëÿ âñåõ âåðøèí w èñõîäÿùåé ñòåïåíè 0 äîáàâëÿåì äèçúþíêò ¬w. Ïîêàæèòå, ÷òî d(PebG) ≥
peb(G)− 2.

PC39. Ïóñòü φ =
∧m

1 Ci � íåêîòîðàÿ ôîðìóëà â ÊÍÔ, ãðàô êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ (r, c)-ãðàíè÷íûì
ýêñïàíäåðîì. Ïóñòü ïîäñòàíîâêà ρ ïîäñòàâëÿåò íåêîòîðûì ïåðåìåííûì èç ìíîæåñòâà I çíà÷åíèÿ,
ãäå |I| ≤ cr/2. Èçâåñòíî, ÷òî

∧
i∈Cl(I) Ci|ρ � âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ìíîæåñòâà J ⊆ [m], åñëè |J | ≤ r/2, òî
∧
i∈J Ci|ρ � âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà.


