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Íàïîìèíàíèå

Îòíîñèòåëüíûé âåñ ðàçðåçà (S ,V \ S) â ãðàôå G (V ,E )

rG (S) =
E (S ,V \ S)

|S | · |V \ S |
,

(äîëÿ ð¼áåð ãðàôà â ìíîæåñòâå ïàð (âåðøèíà â S , âåðøèíà âíå S)).

Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à îá îòíîñèòåëüíîì ðàçðåçå

Äàíî: ãðàô G (V ,E )

Íàéòè: ìèíèìàëüíóþ âåëè÷èíó îòíîñèòåëüíîãî ðàçðåçà

rG = min
∅⊂S⊂V

rG (S).
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Ðåëàêñàöèè çàäà÷è îá îòíîñèòåëüíîì ðàçðåçå

Çàäà÷à îá îòíîñèòåëüíîì ðàçðåçå:

rG = min
∅6=S⊂V

∑
(u,v)∈EG

dS(u, v)∑
{u,v}∈V dS(u, v)

,

dS � ïîëóìåòðèêà ðàçðåçà (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ).

Ðåëàêñàöèÿ Ëåéòîíà�Ðàî:

LRG ,H = min
d(·,·)∈M

∑
(u,v)∈EG

d(u, v)∑
{u,v}∈V d(u, v)

.

M� êîíóñ âñåõ ïîëóìåòðèê.

Îãðàíè÷åíèå `1-ïîëóìåòðèêàìè:

r1G = min
d(·,·)∈M1

∑
(u,v)∈EG

d(u, v)∑
{u,v}∈V d(u, v)

.

M1 � êîíóñ âñåõ `1-ïîëóìåòðèê.
Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 5: SDP for sparsest cuts ÑÏá, CSclub, 2016 3 / 35



Ðåëàêñàöèè çàäà÷è îá îòíîñèòåëüíîì ðàçðåçå

Çàäà÷à îá îòíîñèòåëüíîì ðàçðåçå:

rG = min
∅6=S⊂V

∑
(u,v)∈EG

dS(u, v)∑
{u,v}∈V dS(u, v)

,

dS � ïîëóìåòðèêà ðàçðåçà (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ).

Ðåëàêñàöèÿ Ëåéòîíà�Ðàî:

LRG ,H = min
d(·,·)∈M

∑
(u,v)∈EG

d(u, v)∑
{u,v}∈V d(u, v)

.

M� êîíóñ âñåõ ïîëóìåòðèê.

Îãðàíè÷åíèå `1-ïîëóìåòðèêàìè:

r1G = min
d(·,·)∈M1

∑
(u,v)∈EG

d(u, v)∑
{u,v}∈V d(u, v)

.

M1 � êîíóñ âñåõ `1-ïîëóìåòðèê.
Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 5: SDP for sparsest cuts ÑÏá, CSclub, 2016 3 / 35



Ðåëàêñàöèè çàäà÷è îá îòíîñèòåëüíîì ðàçðåçå

Çàäà÷à îá îòíîñèòåëüíîì ðàçðåçå:

rG = min
∅6=S⊂V

∑
(u,v)∈EG

dS(u, v)∑
{u,v}∈V dS(u, v)

,

dS � ïîëóìåòðèêà ðàçðåçà (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ).

Ðåëàêñàöèÿ Ëåéòîíà�Ðàî:

LRG ,H = min
d(·,·)∈M

∑
(u,v)∈EG

d(u, v)∑
{u,v}∈V d(u, v)

.

M� êîíóñ âñåõ ïîëóìåòðèê.

Îãðàíè÷åíèå `1-ïîëóìåòðèêàìè:

r1G = min
d(·,·)∈M1

∑
(u,v)∈EG

d(u, v)∑
{u,v}∈V d(u, v)

.

M1 � êîíóñ âñåõ `1-ïîëóìåòðèê.
Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 5: SDP for sparsest cuts ÑÏá, CSclub, 2016 3 / 35



Ðåëàêñàöèè çàäà÷è îá îòíîñèòåëüíîì ðàçðåçå

Çàäà÷à îá îòíîñèòåëüíîì ðàçðåçå:

rG = min
∅6=S⊂V

∑
(u,v)∈EG

dS(u, v)∑
{u,v}∈V dS(u, v)

,

dS � ïîëóìåòðèêà ðàçðåçà (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ).

Ðåëàêñàöèÿ Ëåéòîíà�Ðàî:

LRG ,H = min
d(·,·)∈M

∑
(u,v)∈EG

d(u, v)∑
{u,v}∈V d(u, v)

.

M� êîíóñ âñåõ ïîëóìåòðèê.

Îãðàíè÷åíèå `1-ïîëóìåòðèêàìè:

r1G = min
d(·,·)∈M1

∑
(u,v)∈EG

d(u, v)∑
{u,v}∈V d(u, v)

.

M1 � êîíóñ âñåõ `1-ïîëóìåòðèê.
Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 5: SDP for sparsest cuts ÑÏá, CSclub, 2016 3 / 35

Ëåììà

Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G (V ,EG ) âûïîëíÿåòñÿ r1G = rG .

Òåîðåìà (ñëåäñòâèå òåîðåìû Áóðãåéíà)

Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G (V ,EG ) âûïîëíÿåòñÿ
r1G = r(G ) = O(log |V | · LRG ,H).



×òî äàëüøå?

Íóæåí êëàññ ìåòðèê, íà êîòîðîì

ïðèáëèæåíèå ëó÷øå, ÷åì íà âñåõ ìåòðèêàõ,

ìèíèìóì ïî ýòîìó êëàññó ìåòðèê íàõîäèòñÿ ýôôåêòèâíî.

Ìåòðèêè íåãàòèâíîãî òèïà

Ïîëóìåòðèêà d : V × V → R íåãàòèâíîãî òèïà, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî

âëîæåíèÿ F : V → Rm

d(u, v) = ‖F (u)− F (v)‖2 äëÿ âñåõ u, v ∈ V .
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

Íàáëþäåíèå

Åñëè ‖x − y‖2 + ‖y − z‖2 > ‖x − z‖2, òî â òðåóãîëüíèêå xyz óãîë ïðè

âåðøèíå y íå òóïîé.

a2 = 9

b
2
=

16c
2
=
25

yx

z

Ñëåäñòâèå

Ìíîæåñòâî òî÷åê â Rm îáðàçóåò ìåòðèêó íåãàòèâíîãî òèïà, åñëè âñå

òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ íå òóïîóãîëüíûå.
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Òåîðåìà Äàíöåðà�Ãðþíáàóìà

Òåîðåìà

Åñëè N òî÷åê â Rd îáðàçóþò ìåòðèêó íåãàòèâíîãî òèïà, òî N 6 2d .

Çàäà÷à

Ó òåîðåìû Äàíöåðà�Ãðþíáàóìà åñòü óäèâèòåëüíî ïðîñòîå

äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäèòå åãî.

Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 5: SDP for sparsest cuts ÑÏá, CSclub, 2016 6 / 35



Òåîðåìà Äàíöåðà�Ãðþíáàóìà

Òåîðåìà

Åñëè N òî÷åê â Rd îáðàçóþò ìåòðèêó íåãàòèâíîãî òèïà, òî N 6 2d .

Çàäà÷à

Ó òåîðåìû Äàíöåðà�Ãðþíáàóìà åñòü óäèâèòåëüíî ïðîñòîå

äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäèòå åãî.

Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 5: SDP for sparsest cuts ÑÏá, CSclub, 2016 6 / 35



Ïîëóìåòðèêè ðàçðåçîâ � íåãàòèâíîãî òèïà

Íà áóëåâîì (0, 1)-êóáå êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ñîâïàäàåò ñ

õýììèíãîâûì ðàññòîÿíèåì (è ñ `1-ìåòðèêîé).

Ïîýòîìó ëþáîå ïîäìíîæåñòâî áóëåâà êóáà çàäà¼ò ìåòðèêó

íåãàòèâíîãî òèïà.

Ïîëóìåòðèêà ðàçðåçà � íåãàòèâíîãî òèïà, òàê êàê ýòî âëîæåíèå â

1-ìåðíûé (0, 1)-êóá:

dS(u, v) = |χS(u)− χS(v)|.
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Àïïðîêñèìàöèÿ Ã¼ìàíñà�Ëèíèàëà

Îïðåäåëåíèå

GLG = min
d(·,·)∈Mneg

∑
(u,v)∈EG

d(u, v)∑
{u,v}∈V d(u, v)

.

Mneg �ìíîæåñòâî ìåòðèê íåãàòèâíîãî òèïà.

Î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà

LRG 6 GLG 6 rG .
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Êàê âû÷èñëèòü àïïðîêñèìàöèþ Ã¼ìàíñà�Ëèíèàëà?

n2

2
GLG ñîâïàäàåò ñ ìèíèìóìîì â çàäà÷å∑

(u,v)∈EG

‖xu − xv‖2 → min,

∑
u,v∈V

‖xu − xv‖2 = n2 = |V |2,

‖xu − xv‖2 6 ‖xu − xw‖2 + ‖xw − xv‖2, u, v ,w ∈ V ,

xu ∈ Rm, u ∈ V .

Òàê êàê ‖x − y‖2 = 〈x , x〉 − 2〈x , y〉+ 〈y , y〉, òî ýòî SDP ïðîãðàììà íà

ìàòðèöó Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ {xu}.

Ñëåäñòâèå

Åñòü àëãîðèòì, îöåíèâàþùèé GLG ñ òî÷íîñòüþ ε çà âðåìÿ
poly(size, log(1/ε)).
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Òåîðåìà Àðîðû�Ðàî�Âàçèðàíè (ARV òåîðåìà)

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c , ÷òî rG 6 c
√
log n ·GLG .

Òàê êàê r1G = rG , ARV òåîðåìà ñëåäóåò èç òàêîãî óòâåðæäåíèÿ

Îñíîâíîå íåðàâåíñòâî

Åñëè X = {xv} ⊂ Rm, v ∈ V �ìåòðèêà íåãàòèâíîãî òèïà, òî

ñóùåñòâóåò òàêîå âëîæåíèå f : V → R, ÷òî∑
(u,v)∈EG

|f (u)− f (v)|∑
u,v∈V |f (u)− f (v)|

6 c
√
log n ·

∑
(u,v)∈EG

‖xu − xv‖2∑
u,v∈V ‖xu − xv‖2

.
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Êàêèå âëîæåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ

Òå æå, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Áóðãåéíà: äëÿ ìíîæåñòâà A ⊆ V
ïîëàãàåì

gA(xv ) = min
a∈A
‖xa − xv‖2.

Ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ ëþáîé

ïîëóìåòðèêè:

äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V âûïîëíÿåòñÿ |gA(u)− gA(v)| 6 d(u, v).
Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ÷èñëèòåëè â îñíîâíîì íåðàâåíñòâå∑

(u,v)∈EG
|gA(xu)− gA(xv )|∑

u,v∈V |gA(xu)− gA(xv )|
6 c
√
log n ·

∑
(u,v)∈EG

‖xu − xv‖2∑
u,v∈V ‖xu − xv‖2

â íóæíóþ ñòîðîíó (÷èñëèòåëü ñëåâà íå áîëüøå ÷èñëèòåëÿ ñïðàâà).
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Îöåíêà çíàìåíàòåëåé
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C
√
log n

·
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u,v∈V
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n2

C
√
log n

.

(Íàïîìíèì, ÷òî ìû âûáðàëè íîðìèðîâêó, ïðè êîòîðîé ñðåäíåå

ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàìè òî÷åê ðàâíî 1.)

Çàìå÷àíèå

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå óæå íåò ãðàôà. Òàì ñ÷èòàåòñÿ âåñ âëîæåíèÿ,

òî åñòü ñóììà ïî âñåì ïàðàì òî÷åê.

Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 5: SDP for sparsest cuts ÑÏá, CSclub, 2016 12 / 35



Îöåíêà çíàìåíàòåëåé

Çíàìåíàòåëè â îñíîâíîì íåðàâåíñòâå∑
(u,v)∈EG

|gA(xu)− gA(xv )|∑
u,v∈V |gA(xu)− gA(xv )|

6 c
√
log n ·

∑
(u,v)∈EG

‖xu − xv‖2∑
u,v∈V ‖xu − xv‖2

áóäóò îöåíèâàòüñÿ êàê∑
u,v∈V

|gA(xu)− gA(xv )| > 1

C
√
log n

·
∑

u,v∈V
‖xu − xv‖2 =

n2

C
√
log n

.

(Íàïîìíèì, ÷òî ìû âûáðàëè íîðìèðîâêó, ïðè êîòîðîé ñðåäíåå

ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàìè òî÷åê ðàâíî 1.)

Çàìå÷àíèå

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå óæå íåò ãðàôà. Òàì ñ÷èòàåòñÿ âåñ âëîæåíèÿ,

òî åñòü ñóììà ïî âñåì ïàðàì òî÷åê.

Ì. Âÿëûé (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) Ëåêöèÿ 5: SDP for sparsest cuts ÑÏá, CSclub, 2016 12 / 35



Ãåîìåòðè÷åñêèé âàðèàíò ARV òåîðåìû

Òåîðåìà, èç êîòîðîé ñëåäóåò ARV

Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ìåòðèêè

íåãàòèâíîãî òèïà íà n âåðøèíàõ {xv}v∈V ñî ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì

ìåæäó òî÷êàìè 1 íàéä¼òñÿ òàêîå ìíîæåñòâî A ⊆ V , ÷òî âåñ gA-
âëîæåíèÿ íå ìåíüøå n2/(C

√
log n).
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Äîêàçàòåëüñòâî ðàçáîðîì ñëó÷àåâ

Ë¼ãêèé ñëó÷àé: åñòü øàð ðàäèóñà 1/4, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ Ω(n)
òî÷åê. (Îöåíêà ãîäèòñÿ äëÿ ëþáîé ïîëóìåòðèêè.)

Ñâîäèìîñòü: åñëè âñå øàðû ðàäèóñà 1/4 ðàçðåæåííûå, òî íàéä¼òñÿ

øàð ðàäèóñà 2, â êîòîðîì ëåæàò Ω(n) òî÷åê è ñðåäíåå

ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè Ω(1). (Äëÿ ëþáîé ïîëóìåòðèêè.)

Òðóäíûé ñëó÷àé: îöåíêà âåñà âëîæåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ

íåêîòîðîé êîíñòàíòû c âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ∑
u,v∈V

‖xu − xv‖2 > cn2, ‖xv‖ 6 1.

(Âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ïîëóìåòðèêè íåãàòèâíîãî òèïà.)
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Ë¼ãêèé ñëó÷àé

Íîðìèðîâêà íà ïîëóìåòðèêó∑
u,v∈V

d(u, v) = n2 = |V |2 .

B(a, r) = {x : d(a, x) 6 r}�øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

Ëåììà î ïëîòíîì øàðå

Ïóñòü â íîðìèðîâàííîé ïîëóìåòðèêå äëÿ òî÷êè a âûïîëíÿåòñÿ

|B(a, 1/4)| > n/6. Òîãäà äëÿ A = B(a, 1/4) âûïîëíÿåòñÿ

∑
u,v∈V

|gA(u)− gA(v)| > n2

24
=

1

24
·
∑

u,v∈V
d(u, v).
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Ë¼ãêèé ñëó÷àé
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1

24
·
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u,v∈V
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Îöåíêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè

v

v∗u

u∗
a

B(a, 1/4)

u∗ � áëèæàéøàÿ ê u â øàðå A = B(a, 1/4)
v∗ � áëèæàéøàÿ ê v
Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

d(u, v) 6 d(u, u∗) + d(u∗, a) + d(a, v∗) + d(v∗, v) =

= gA(u) + d(u∗, a) + d(a, v∗) + gA(v) 6 gA(u) + gA(v) +
1

2
.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïëîòíîì øàðå

Ñóììèðóåì íåðàâåíñòâî

d(u, v) 6 gA(u) + gA(v) +
1

2

ïî âñåì ïàðàì òî÷åê. Â ïðàâóþ ÷àñòü êàæäàÿ gA(v) âîéä¼ò n ðàç èç

ïåðâîãî ñëàãàåìîãî è n ðàç èç âòîðîãî.

Ïîýòîìó

n2 =
∑

u,v∈V
d(u, v) 6 2n

∑
v

gA(v) +
n2

2
,

òî åñòü
∑
v

gA(v) >
n

4
.

Ïîëó÷àåì íèæíþþ îöåíêó âåñà âëîæåíèÿ gA∑
u,v∈V

|gA(u)− gA(v)| >
∑

u∈A,v∈V
|0− gA(v)| > 1

4
|A| · n >

n2

24
.
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Åñëè âñå øàðû ðàäèóñà 1/4 ðàçðåæåííûå

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü íîðìèðîâàííàÿ ïîëóìåòðèêà òàêîâà, ÷òî â êàæäîì øàðå

B(u, 1/4) ëåæèò ìåíüøå n/6 òî÷åê. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà z ∈ V ,

÷òî øàð Z = B(z , 2) ñîäåðæèò õîòÿ áû 1/3 âñåõ òî÷åê è∑
u,v∈Z

d(u, v) >
1

8
|Z |2.

Øàð ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì òî÷åê íàéä¼òñÿ

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: |B(u, 2)| < n/3 äëÿ âñåõ u. Òîãäà∑
u,v

d(u, v) > 2
∑
u

|V \ B(u, 2)| > 2 · n · 2
3
· n =

4

3
· n2.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íîðìèðîâêå.
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Âñå øàðû ðàäèóñà 1/4 ðàçðåæåííûå (îêîí÷àíèå)

Óòâåðæäåíèå (â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ)

Åñëè â øàðå Z = B(z , 2) õîòÿ áû 1/3 âñåõ òî÷åê, òî∑
u,v∈Z

d(u, v) >
1

8
|Z |2.

Äîêàçàòåëüñòâî

Âñå øàðû ðàäèóñà 1/4 ñîäåðæàò ìåíüøå n/6 òî÷åê, òî åñòü ìåíüøå

|Z |/2 òî÷åê. Ïîýòîìó∑
u,v∈Z

d(u, v) >
∑
u∈Z

1

4
· |Z \ B(u, 1/4)| >

∑
u∈Z

1

4
· 1
2
|Z | = |Z | · 1

4
· |Z |
2
.
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Óòâåðæäåíèå (â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ)
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u,v∈Z

d(u, v) >
1

8
|Z |2.
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Âñå øàðû ðàäèóñà 1/4 ñîäåðæàò ìåíüøå n/6 òî÷åê, òî åñòü ìåíüøå

|Z |/2 òî÷åê. Ïîýòîìó∑
u,v∈Z

d(u, v) >
∑
u∈Z

1

4
· |Z \ B(u, 1/4)| >

∑
u∈Z

1

4
· 1
2
|Z | = |Z | · 1

4
· |Z |
2
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Âûäåëåíèå òðóäíîãî ñëó÷àÿ

{xv}, v ∈ V , � ïîëóìåòðèêà íåãàòèâíîãî òèïà

Ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ðàâíî 1

Êàæäûé øàð ðàäèóñà 1/4 ñîäåðæèò ìåíüøå n/6 òî÷åê.

Äîêàçàëè, ÷òî åñòü øàð ðàäèóñà 2, â êîòîðîì n′ > n/3 òî÷åê.

Íà ýòîì øàðå ðàññìîòðèì ìåòðèêó d ′(u, v) = 1
2
d(u, v). Äëÿ ýòîé

ìåòðèêè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ∑
u,v∈Z

‖x ′u − x ′v‖2 >
1

16
(n′)2 > cn2, ‖x ′v‖ 6 1.

Åñëè äîêàçàòü ãåîìåòðè÷åñêèé âàðèàíò ARV òåîðåìû äëÿ d ′(·, ·), òî
äëÿ èñõîäíîé ìåòðèêè îí òàêæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ (ñ õóäøåé

êîíñòàíòîé).
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Òðóäíûé ñëó÷àé

{xv}, v ∈ V , � ïîëóìåòðèêà íåãàòèâíîãî òèïà,∑
u,v∈V

‖xu − xv‖2 > cn2, ‖xv‖ 6 1.

Èùåì áîëüøèå ðàçäåë¼ííûå ïîäìíîæåñòâà:

òàêèå A, B , ÷òî êàæäîå ñîäåðæèò Ω(n) ýëåìåíòîâ, à ðàññòîÿíèÿ
(îáû÷íûå åâêëèäîâû) ìåæäó òî÷êàìè èç ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ íå

ìåíüøå ` = Ω(log1/4 n). Åñëè íàøëè, ïîëó÷àåì îöåíêó∑
u,v∈V

|gA(xu)− gA(xv )| >
∑

u∈A, v∈B
|gA(xu)− gA(xv )| =

=
∑

u∈A, v∈B
|0− gA(xv )| = |A|

∑
v∈B

gA(xv ) >

> min
u∈A, v∈B

d(u, v) · |A| · |B| > `2|A| · |B| = Ω(n2/
√
log n)
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Âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì

Íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå

Â àëãîðèòìå äâà ïàðàìåòðà α, C (çàâèñÿò îò ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ c).

1 Îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóåì òî÷êè èç ìíîæåñòâà X = {xv , v ∈ V }
íà ñëó÷àéíóþ ïðÿìóþ (çàäà¼òñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì s,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûì ïî ñôåðå Sm−1).

2 Îòáèðàåì ïî dαne òî÷åê â êðàéíèå ìíîæåñòâà: ¾íèæíåå¿ è

¾âåðõíåå¿. (Ïî âåëè÷èíå ïðîåêöèè.)

3 Åñëè íàøëàñü ïàðà òî÷åê èç ðàçíûõ êðàéíèõ ìíîæåñòâ íà

ðàññòîÿíèè ‖xu − xv‖ 6 ` = C log−1/4 n, òî óäàëÿåì ýòè òî÷êè.

4 Ïîâòîðÿåì øàã 3 ïîêà âîçìîæíî. Îñòàâøèåñÿ â êîíöå ìíîæåñòâà

A, B îáúÿâëÿåì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû.

Àëãîðèòì ãàðàíòèðóåò ðàçäåë¼ííîñòü. Íóæíî äîêàçàòü:

ñ çàìåòíîé âåðîÿòíîñòüþ ïîëó÷àòñÿ áîëüøèå ìíîæåñòâà.
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Ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ ïðîåêöèé

Ïðîåêöèÿ 〈x , s〉 íà ñëó÷àéíóþ ïðÿìóþ R · s âåä¼ò ñåáÿ àíàëîãè÷íî

íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ è ìàëûõ óêëîíåíèé

Ïóñòü s áåð¼òñÿ ïî ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà ñôåðå Sm−1.
Òîãäà äëÿ âåêòîðà x äëèíû ` (îáû÷íîé, åâêëèäîâîé) ñïðàâåäëèâû
îöåíêè:

Pr
s

[〈x , s〉 6 σ`/
√
m] < 3σ, ïðè 0 < σ < 1/

√
32;

Pr
s

[〈x , s〉 > σ`/
√
m] < exp

(
− σ2

2

)
, ïðè 0 < σ.
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Êðàéíèå ìíîæåñòâà â ñëó÷àéíîé ïðîåêöèè ðàçäåëåíû

Ìíîæåñòâî òî÷åê X = {xv , v ∈ V } ⊂ Rm,∑
u,v∈V

‖xu − xv‖2 > cn2, ‖xv‖ 6 1.

Ñëó÷àéíîå íàïðàâëåíèå s ← Sm−1.
Ïðîåêöèÿ Xs = ΠsX = {ξv : ξv = 〈x , s〉, x ∈ X}.
Êðàéíèå ìíîæåñòâà Vmin (Vmax) ñîñòàâëåíû èõ dαne ñàìûõ ìàëåíüêèõ
(ñàìûõ áîëüøèõ) ïðîåêöèé.

Ëåììà î ðàçäåëåíèè â ïðîåêöèÿõ

Äëÿ ëþáîãî c ñóùåñòâóþò òàêèå σ = σ(c) = Ω(
√
c) è α = α(c) = Ω(c),

÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ p(c) > 0.9 ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîåêöèÿìè òî÷åê èç

Vmax è Vmin íå ìåíüøå σ/
√
m: åñëè u ∈ Vmin, v ∈ Vmax, òî

ξv − ξu >
σ√
m
.
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Êîëè÷åñòâî ïàð òî÷åê, äàë¼êèõ â ïðîåêöèÿõ

Çàçîð ìåæäó êðàéíèìè ìíîæåñòâàìè

g = min
ξu∈Vmin, ξv∈Vmax

ξv − ξu

Ïðîåêöèè òî÷åê èç V \ (Vmin ∪ Vmax) íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 6 g .
Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â äîïîëíåíèè ê êðàéíèì ìíîæåñòâàì ðàâíî

n − 2dαne.
Êîëè÷åñòâî ïàð, ïðîåêöèè êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè > g , íå
áîëüøå

n2 − (n − 2dαne)2 6 n2 − (n − 2αn)2 6 4αn2.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ìàëûõ g êîëè÷åñòâî òàêèõ ïàð âåëèêî, îòñþäà

ïîëó÷èì îöåíêó íà g .
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Êîëè÷åñòâî ïàð òî÷åê, äàë¼êèõ â ïðîåêöèÿõ
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Êîëè÷åñòâî äàë¼êèõ ïàð òî÷åê

Óòâåðæäåíèå

F = {(u, v) : ‖xu − xv‖2 > c/2}�ìíîæåñòâî äàë¼êèõ ïàð.

Äîëÿ F ñðåäè âñåõ ïàð íå ìåíüøå c/(8− c).

Äîêàçàòåëüñòâî êàê â íåðàâåíñòâå Ìàðêîâà

‖xu‖ 6 1, ïîýòîìó ‖xu − xv‖2 6 4.

Åñëè äîëÿ ìíîæåñòâà F ðàâíà ν, òî

c 6 4ν +
c

2
· (1− ν),

ò.å.

ν >
c

2
· 1

4− c/2
=

c

8− c
.
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Äàë¼êèõ ïàð, áëèçêèõ â ïðîåêöèÿõ, íåìíîãî

Âåðîÿòíîñòü ìàëîãî óêëîíåíèÿ äëÿ äàë¼êîé ïàðû:

Pr
s

[
|ξu − ξv | 6

ε√
m
·
√

c

2

]
< 3ε.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîëè òåõ äàë¼êèõ ïàð, ðàññòîÿíèå ìåæäó

ïðîåêöèÿìè êîòîðûõ íå áîëåå ε/
√
m ·
√
c/2, ìåíüøå 3ε. Ïîýòîìó èç

íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1− 6ε äîëÿ òàêèõ

íåóäà÷íûõ äàë¼êèõ ïàð íå áîëüøå 1/2.
Çíà÷èò, ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1− 6ε ïî êðàéíåé ìåðå

1

2
· c

8− c
· n2

ïàð ïðîåêöèé íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ìåíüøå ε/
√
m ·
√

c/2. Åñëè

1

2
· c

8− c
> 4α,

èç ïðåäûäóùåé âåðõíåé îöåíêè ïîëó÷àåì, ÷òî g > ε/
√
m ·
√

c/2.
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Ëåììà î ðàçäåëåíèè ïàð â ïðîåêöèÿõ (çàâåðøåíèå)

Âûáèðàåì ε < 1/60. Òîãäà

âåðîÿòíîñòü áîëüøîãî çàçîðà > 0.9,

íîðìèðîâàííàÿ íà
√
m âåëè÷èíà çàçîðà σ íå ìåíüøå

(ε/
√
2) ·
√
c = Ω(

√
c),

äîëÿ α êðàéíåãî ìíîæåñòâà â îáùåì ÷èñëå òî÷åê íå ìåíüøå

c/(64− c) > c/60 = Ω(c).
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Ñëàáàÿ îöåíêà òî÷íîñòè ðåëàêñàöèè

Ïóñòü `2 = σ
6
· (ln n)−1.

Âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ïðîåêöèé áëèçêèõ ïàð u, v (íà

ðàññòîÿíèè 6 `)

Pr
[
|ξu − ξv | > σ/

√
m
]
< 2e−σ

2/(2`2) < 2e−3 ln n =
2

n3
.

Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− o(n) ïðîåêöèè âñåõ ïàð áëèçêèõ òî÷åê íàõîäÿòñÿ

áëèæå äðóã ê äðóãó, ÷åì âåëè÷èíà çàçîðà ìåæäó êðàéíèìè

ìíîæåñòâàìè. Ïîýòîìó øàã 4 àëãîðèòìà âîîáùå íå âûïîëíÿåòñÿ è

ïîëó÷èëè ïàðó áîëüøèõ ðàçäåë¼ííûõ ìíîæåñòâ.

Íî òî÷íîñòü O(log n) ìû óæå ïîëó÷èëè äëÿ âñåõ ïîëóìåòðèê èç

òåîðåìû Áóðãåéíà.

Ïðè `2 = K · (ln n)−1/2 ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ áóäóò áëèçêèå ïàðû â

ðàçíûõ êðàéíèõ ìíîæåñòâàõ.

Íóæíà áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà, èñïîëüçóþùàÿ ñâîéñòâà ìåòðèêè

íåãàòèâíîãî òèïà.
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Âåðîÿòíîñòü óñïåõà àëãîðèòìà

Îöåíèâàåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç êðàéíåãî ìíîæåñòâà íà øàãå 3

àëãîðèòìà óäàëÿåòñÿ íå áîëåå ïîëîâèíû ïàð.

Äëÿ s ∈ Sm−1 îïðåäåëèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô

G (s) = G`(Vmax(s),Vmin(s)), ð¼áðà ñîåäèíÿþò òå ïàðû âåðøèí

u ∈ Vmax, v ∈ Vmin, äëÿ êîòîðûõ ‖xu − xv‖ 6 `, à ξu − ξv > σ/
√
m.

(Òî åñòü òî÷êè áëèçêè â ïðîñòðàíñòâå, íî èõ ïðîåêöèè ñðàâíèòåëüíî

äàëåêè).

Ñêîëüêî ðàç èñïîëíèòñÿ øàã 3 àëãîðèòìà? Íå áîëüøå, ÷åì ðàçìåð

ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ M(s) â ãðàôå G (s).
Çàôèêñèðóåì äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ s ∈ Sm−1 êàêîå-íèáóäü îäíî
ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå M(s).
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû M(−s) ïîëó÷àëîñü èç M(s) îáðàùåíèåì ñòðåëîê

(íåîðèåíòèðîâàííîå ïàðîñî÷åòàíèå îäíî è òî æå). Â îñòàëüíîì âûáîð

ìåæäó ðàçíûìè ìàêñèìàëüíûìè ïàðîñî÷åòàíèÿìè ïðîèçâîëüíûé.

Ïóñòü q = Prs∈Sm−1
[
|M(s)| > αn/2

]
. Íàì íóæíî îòäåëèòü ýòó

âåðîÿòíîñòü îò 1.
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Âåðîÿòíîñòü óñïåõà àëãîðèòìà
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Èçâëå÷åíèå êîëîáêà

Âûäåëèì â ìíîæåñòâå X = {xv}, v ∈ V , ¾èçîòðîïíîå¿ ïîäìíîæåñòâî

(êîëîáîê, core).

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà Y ⊆ X è xv ∈ Y îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü pY (xv )
òîãî, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðåáðà (u, v) ∈ M(s) äëÿ ñëó÷àéíî

âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ s ∈ Sm−1, ïðè÷¼ì íà÷àëî ðåáðà u òàêæå

ëåæèò â Y .

Ñ òîé æå âåðîÿòíîñòüþ pY (xv ) òî÷êà xv ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ðåáðà

(v , u) ∈ M(s), u ∈ Y . (Ñèììåòðèÿ s 7→ −s.)
Ñòðîèì óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xv} = X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ X ′.

Ìíîæåñòâî Xk+1 ïîëó÷àåì èç Xk âûáðàñûâàíèåì òàêîé òî÷êè, ÷òî

pXk
(xv ) < qα/4. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, åñëè òàêèõ òî÷åê íåò.
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Ñâîéñòâà ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà (êîëîáêà)

Îíî íåïóñòî, X ′ 6= ∅
Ñóììà âåðîÿòíîñòåé pX (xv ) äëÿ ìíîæåñòâà X0 âåëèêà:∑

v∈V
pX0(xv ) > qαn/2 ,

(ñ âåðîÿòíîñòüþ q ïàðîñî÷åòàíèå M(s) äà¼ò âêëàä â > αn/2 òî÷åê).

Íà êàæäîì øàãå (èõ íå áîëüøå n) ýòà ñóììà âåðîÿòíîñòåé
óìåíüøàåòñÿ íà < 2 · qα/4 = qα/2 (òåðÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü

îòáðàñûâàåìîé òî÷êè áûòü êîíöîì ðåáðà è áûòü íà÷àëîì ðåáðà â

ïàðîñî÷åòàíèè M(s), îãðàíè÷åííîì íà Xk).

Âñå òî÷êè ÷àñòî ïàðîñî÷åòàþòñÿ, pX ′(xv ) > qα/4

Ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå

(σ, δ, `)-êîëîáîê (core)

Òàêîå X ⊂ Rm, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ïàðîñî÷åòàíèé M(s),
s ∈ Sm−1, ñî ñâîéñòâàìè:

äëÿ ëþáûõ s ∈ Sd−1 è (x , y) ∈ M(s) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

〈x − y , s〉 > σ/
√
m è ‖x − y‖ 6 `;

Prs∈Sd−1 [∃x : (x , y) ∈ M(s)] > δ äëÿ ëþáîãî y ∈ X .

Ïðèìåð èç àíàëèçà àëãîðèòìà

Ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî X ′ ÿâëÿåòñÿ (σ, qα/4, `)-êîëîáêîì.
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Òåîðåìà î áîëüøîì êîëîáêå ñ íåãàòèâíîé ìåòðèêîé

Òåîðåìà (J.R.Lee)

Ïóñòü X � (σ, δ, `)-êîëîáîê, 0 < σ, δ 6 1/2, ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ ‖x − y‖2
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà X . Òîãäà

|X | = exp
(

Ω
( σ4

`4 log2(1/δ)

))
.
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Âûâîä ARV òåîðåìû èç òåîðåìû î áîëüøîì êîëîáêå

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ σ, δ êîëîáîê íà N òî÷êàõ èìååò ïàðàìåòð äëèíû

` = Ωσ,δ(log
−1/4N).

Êîíñòàíòû σ, α çàôèêñèðîâàíû â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû î ðàçäåëåíèè

â ïðîåêöèÿõ.

Âûáåðåì q = 0.4 è òàêîé ` = β log−1/4 n, ÷òîáû íå ñóùåñòâîâàëî

(σ, qα/2, `)-êîëîáêà íà n âåðøèíàõ. (Âîçìîæíî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé

êîíñòàíòå β.)
Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ > 0.5 â êîíöå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷èì

áîëüøèå ðàçäåë¼ííûå ìíîæåñòâà, èç ïðèìåðíî αn/2 ýëåìåíòîâ

êàæäîå.
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