
Äîìàøíåå çàäàíèå 1

1. (1) Äàíû òðè êâàäðàòíûõ ìàòðèöû A,B,C ðàçìåðà n × n íàä ïîëåì F2. Ïðèäóìàéòå

âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n2), êîòîðûé áóäåò ïðîâåðÿòü, âåðíî ëè, ÷òî AB = C.
Àëãîðèòì äîëæåí äàâàòü ïðàâèëüíûé îòâåò ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû 9

10 .

2. (2) Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . , Xn íåçàâèñèìû

• Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ A1, A2, . . . , An ⊆ R ñîáûòèÿ [Xi ∈ Ai] ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè
(ò.å. âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ñîáûòèé ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé).

• Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f1, f2, . . . fn : R → R ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû fi(Xi)
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

• Ïóñòü I ⊆ [n], äîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xi}i∈I ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

• Ïóñòü I ⊆ [n], äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f : RI → R, g : R[n]\J → R ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû f((Xi)i∈I) è g((Xi)i∈[n]\I) íåçàâèñèìû.

3. (1) Êàæäûé èç k ÷åëîâåê â ëèôòå, êîòîðûé ñòîèò íà ïåðâîì ýòàæå âûáèðàåò ñëó÷àéíûé

ýòàæ ðàâíîâåðîÿòíî èç îñòàâøèõñÿ n ýòàæåé. ×åìó ðàâíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà
îñòàíîâîê, êîòîðûå ñäåëàåò ëèôò?

4. (1) Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôîðìóëà φ â 3-ÊÍÔ, â êàæäîì äèçúþíêòå êîòîðîé

âõîäÿò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò íàáîðà, êîòîðûé âûïîë-

íèò áîëüøå, ÷åì 7
8m äèçúþíêòîâ, ãäå m � ýòî ÷èñëî äèçúþíêòîâ â φ.

5. (3) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôîðìóëû â ÊÍÔ, ñîñòîÿùåé èçm äèçúþíêòîâ, â êîòîðîé ëþáûå òðè

äèçúþíêòà ìîæíî îäíîâðåìåííî âûïîëíèòü, ñóùåñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûé

âûïîëíÿåò êàê ìèíèìóì 2
3m äèçúþíêòîâ.

6. à) (3) Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçìåð ëþáîãî 2-íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà {0, 1}n èìååò ðàçìåð

õîòÿ áû n+1. á) (3) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè n−1 = 2k, òî ñóùåñòâóåò 2-íåçàâèñèìîå ïîäíìíîæåòñâî
{0, 1}n ðàçìåðà n+ 1.
7. (3) Ðàñïðåäåëåíèå D íà {0, 1}n íàçûâàåòñÿ t-íåçàâèñèìûì, åñëè äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû X ðàñïðåäåëåííîé ñîãëàñíî D, äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i1, i2, . . . , it ∈ {1, 2, . . . , n},
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Xi1i2...it èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ut. Ïóñòü A � âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì,

êîòîðûé ïîëó÷àåò îðàêóëüíûé äîñòóï ê âõîäó äëèíû n, àëãîðèòì A ìîæåò âî âðåìÿ ñâîåé

ðàáîòû àäàïòèâíî çàïðîñèòü t áèòîâ âõîäà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè D ÿâëÿåòñÿ t-íåçàâèñèìûì, òî
Prx←D[A(x) = 1] = Prx←Un [A(x) = 1]. Èíûìè ñëîâàìè äàæå àäàïòèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé

èçó÷àåò t áèòîâ âõîäà íå ìîæåò îòëè÷èòü ðàñïðåäåëåíèå D îò ðàâíîìåðíîãî.

8. (2) (Ëåììà î ïåðåìåøèâàíèè äëÿ õåø-ôóíêöèé) Ïóñòü m < n è Hn,m � ñåìåéñòâî ïîïàðíî

íåçàâèñèìûõ õåø-ôóíêöèé {0, 1}m → {0, 1}n. Òîãäà äëÿ ëáîãî ε > 0 è ëþáûõ S ⊆ {0, 1}n, T ⊆
{0, 1}m âûïîëíÿåòñÿ

Pr
h←Hn,m

[||{x ∈ S : h(x) ∈ T}| − |T ||S|/2m| > ε|T ||S|/2m] ≤ 2m

|T ||S|ε2
.

9. Êîäû Óîëøà-Àäàìàðà.

à) (1) Êàæäîìó a ∈ {0, 1}n ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ fa : {0, 1}n → {0, 1}, îïðå-
äåëÿåìàÿ òàê: fa(x1x2 . . . xn) =

∑n
i=1 aixi mod 2. Êîäîì Óîëøà-Àäàìàðà ñòðîêè a ∈ {0, 1}n

1



íàçûâàåòñÿ òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè fa è îáîçíà÷àåòñÿ WH(a), íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äëèíà
ñòðîêè WH(a) ðàâíÿåòñÿ 2n. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñòðîê a, b ∈ {0, 1}n èõ êîäû
WH(a) è WH(b) îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â ïîëîâèíå ïîçèöèé.

á) (2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü îðàêóëüíûé äîñòóï ê ñòðîêå Z, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ

îò WH(a) íå áîëåå, ÷åì â äîëå 1
4 − ε ïîçèöèé, ãäå ε � ýòî íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ïðè÷åì ñòðî-

êà a ∈ {0, 1}n íàì íåèçâåñòíà. Ïðèäóìàéòå âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ äàííîãî

x ∈ {0, 1}n âû÷èñëèò fa(x) ñ âåðîÿòíîñòüþ êàê ìèíèìèìóì 9
10 , ïðè÷åì ýòîò àëãîðèòì ìîæåò

äîëæåí äåëàòü ëèøü êîíñòàíòíîå ÷èñëî çàïðîñîâ ê ñòðîêå Z è ðàáîòàòü ïîëèíîìèàëüíîå îò n
âðåìÿ.

â) (1) Ïóñòü r1, r2, . . . r` � âçàèìíî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà {0, 1}n. Äëÿ I ⊆ {1, 2, . . . , `} îïðåäåëèì r(I) =
∑

i∈I ri. Ïîêàæèòå,

÷òî ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí r(I) ïðè I 6= ∅ ÿâëÿåòñÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûì.

ã) (5) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü îðàêóëüíûé äîñòóï ê ñòðîêå Z, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò
WH(a) íå áîëåå, ÷åì â äîëå 1

2 − ε ïîçèöèé, ãäå ε � ýòî íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ïðè÷åì ñòðîêà

a ∈ {0, 1}n íàì íåèçâåñòíà. Ïðèäóìàéòå âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé çà ïîëèíîìèàëüíîå

îò n
ε âðåìÿ íàïå÷àòàåò ñïèñîê ñëîâ èç {0, 1}n ïîëèíîìèàëüíîãî îò n

ε ðàçìåðà, òàê, ÷òî â íåì ñ

âåðîÿòíîñòüþ êàê ìèíèìóì 9
10 âñòðåòèòñÿ ñëîâî a.

Ïðàâèëà ñäà÷è

Áàëëû â ñêîáî÷êàõ ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóþò ñëîæíîñòè çàäà÷è. Ìîæíî ñäàâàòü ëþáîå êî-

ëè÷åñòâî ðåøåííûõ çàäà÷, âûáèðàÿ ñåáå ïîäõîäÿùèå ïî ñëîæíîñòè. Êðàéíèé ñðîê ñäà÷è: âîñ-

êðåñåíüå 15-îå ìàðòà. Ðåøåíèÿ â ðóêîïèñíîì âèäå ñäàþòñÿ âî âðåìÿ ëåêöèè, â ýëåêòðîííîì

âèäå ðåøåíèÿ ìîæíî ïîñûëàòü ïî àäðåñó dmitrits at pdmi.ras.ru.
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