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PC37. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà ìóëüòèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Sn. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ
ìíîãî÷ëåíîâ f, g ∈ Sn âûïîëíÿåòñÿ RI(fg) = RI(fRI(g)), ãäå RI � ýòî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îñòàòêà ïî
ìîäóëþ èäåàëà I.

PC38. Ïóñòü φ � íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà â ÊÍÔ, ãðàô êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ (r, c)-ãðàíè÷íûì ýêñ-
ïàíäåðîì. Äîêàæèòå, ÷òî wR(φ) ≥ rc/2 (íå ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïîëèíîìîâ).

PC39. Ïóñòü φ =
∧m

1 Ci � íåêîòîðàÿ ôîðìóëà â ÊÍÔ, ãðàô êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ (r, c)-ãðàíè÷íûì
ýêñïàíäåðîì. Ïóñòü ïîäñòàíîâêà ρ ïîäñòàâëÿåò íåêîòîðûì ïåðåìåííûì èç ìíîæåñòâà I çíà÷åíèÿ,
ãäå |I| ≤ cr/2. Èçâåñòíî, ÷òî

∧
i∈Cl(I) Ci|ρ � âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ìíîæåñòâà J ⊆ [m], åñëè |J | ≤ r/2, òî
∧
i∈J Ci|ρ � âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà.

PC40. Ïóñòü φ � íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà â k-ÊÍÔ. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ìîíîìîâ (ñ ó÷åòîì

ïîâòîðåíèé) â ëþáîì PCR (è PC) äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû φ íå ìåíüøå, ÷åì 2Ω((deg φ−k)2/n), ãäå
deg φ � ýòî ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü äîêàçàòåëüñòâà φ, à n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ ôîðìóëû φ.

PC18. (Èñïðàâëåíî!) Ãðàô Gn èìååò 2n âåðøèí è ñòðîèòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì: íåçàâèñèìî d
ðàç ìû ðàçáèâàåì âåðøèíû íà ïàðû è äîáàâëÿåì ðåáðà ìåæäó ïàðàìè (åñëè òàêîå ðåáðî óæå åñòü,
òî óâåëè÷èâàåì åãî êðàòíîñòü). Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòå d ñ âåðîÿòíîñòüþ
1− o(1) âûïîëíÿåòñÿ e(Gn) = Ω(n).

PC19. á) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ôîðìóëà φ â k-ÊÍÔ îò n ïåðåìåííûõ èìååò äðåâîâèäíîå ðåçîëþ-

öèîííîå îïðîâåðæåíèå ðàçìåðà S, òî çà âðåìÿ nO(logS+k) ìîæíî ïîñòðîèòü äðåâîâèäíîå ðåçîëþöè-
îííîå îïðîâåðæåíèå ôîðìóëû φ.

PC21. Ïóñòü Gn � ýòî ñåòêà n× n. Ïóñòü öåéòèíñêàÿ ôîðìóëà TsG,f íåâûïîëíèìà. Ïîêàæèòå,

÷òî SR(TsG,f ) ≥ 2Ω(n).

PC24. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ, âîçìîæíî ïóñòîå. Îáîçíà÷åì ÷åðåç neg(S) ìíîæåñòâî
äèçúþíêòîâ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî: neg(∅) = {�}, neg(S ∪ {C}) = {D ∨ ¬a | D ∈
neg(S), a ∈ C}, ïðè ýòîì òðèâèàëüíûå äèçúþíêòû óäàëÿþòñÿ, è óäàëÿþòñÿ äèçúþíêòû, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ íàäìíîæåñòâîì (îñëàáëåíèåì) äðóãèõ äèçúþíêòîâ.

à) Ïðîâåðüòå, ÷òî øèðèíà ëþáîãî äèçúþíêòà èç neg(S) íå ïðåâîñõîäèò |S|.
á) Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ íåïóñòîãî S ìíîæåñòâî neg(S) â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç ìèíèìàëüíûõ ïî

âêëþ÷åíèþ íåòðèâèàëüíûõ äèçúþíêòîâ, ÷òî èç èõ îòðèöàíèÿ ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò êîíúþíêöèÿ
äèçúþíêòîâ èç S.

â) Ïîêàæèòå, ÷òî íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ âûïîëíÿåò âñå äèçúþíêòû ìíîæåñòâà S òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îïðîâåðãàåò õîòÿ áû îäèí äèçúþíêò èç neg(S).

ã) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè èç êîíúþíêöèè ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ S ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò êîíúþíê-
öèÿ ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ S′, òî äëÿ êàæäîãî äèçúþíêòà C ∈ neg(S) ñóùåñòâóåò òàêîé äèçúþíêò
C ′ ∈ neg(S′), ÷òî C åñòü îñëàáëåíèå C ′.

ä) (Èñïðàâëåíî!) Ïóñòü S0, S1, . . . , St � ýòî ðåàëèçàöèÿ ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà äëÿ
íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû φ â k-ÊÍÔ, èñïîëüçóþùàÿ ïàìÿòü (clause space) s. Ïîêàæèòå, ÷òî
neg(St), neg(St−1), . . . , neg(S0) ìîæíî äîïîëíèòü äî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû φ
øèðèíû íå áîëåå s+ k − 3.
Îïðåäåëåíèå. Èãðà ñ ôèøêàìè íà ãðàôå. Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ. Çà îäèí
õîä ðàçðåøàåòñÿ ñòàâèòü ôèøêó â ëþáóþ âõîäíóþ âåðøèíó ãðàôà, à òàêæå â âåðøèíó, åñëè ôèøêà
óæå ñòîèò âî âñåõ åå ïðåäøåñòâåííèêàõ, òàêæå ìîæíî ñíèìàòü ôèøêó èç ëþáîé âåðøèíû. ×èñëî
peb(G) � ýòî íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî k, ÷òî òàêîãî êîëè÷åñòâà ôèøåê õâàòèò, ÷òîáû ïîñòàâèòü
ôèøêó â ëþáîé âûõîä ãðàôà (èìååòñÿ â âèäó, ÷òî k â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè èñïîëüçîâàíî íå
áîëåå k ôèøåê).

PC30. (Èñïðàâëåíî!) Ïóñòü G(V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ. Äëÿ êàæîé âåðøèíû
çàâîäèì ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ è îïðåäåëÿåì òàêóþ ôîðìóëó PebG: äëÿ êàæäîé âåðøèíû
v â êîòîðóþ âåäóò ðåáðà â âåðøèí u1, u2, . . . , uk, ãäå k ≥ 0 ïèøåì äèçúþíêò v∨¬u1 lor¬u2∨ . . .¬uk
è äëÿ âñåõ âåðøèí w èñõîäÿùåé ñòåïåíè 0 äîáàâëÿåì äèçúþíêò ¬w. Ïîêàæèòå, ÷òî d(PebG) ≥
peb(G)− 2.

PC31. (Èñïðàâëåíî!) Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîé âûâîä â èñ÷èñëåíèè ïîëèíîìîâ ìîæíî ïåðåïèñàòü
òàê, ÷òîáû ó êàæäîãî ïîëèíîìà ñòåïåíü ïî êàæäîé ïåðåìåííîé áûëà áû íå áîëåå äâóõ è íå áîëåå



îäíîé ïåðåìåííîé âõîäèëî áû â ñòåïåíè 2 è ïðè ýòîì ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâî óâåëè÷èâàåòñÿ â O(n)
ðàç, à ñòåïåíü âûâîäà óâåëè÷àòñÿ íå áîëåå, ÷åì â êîíñòàíòó ðàç, ãäå n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ. (Ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî äëÿ íà÷àëüíûõ ïîëèíîìîâ è êîíå÷íîãî ïîëèíîìà óñëîâèå ïðî ñòåïåíü âûïîëíÿåòñÿ.)
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü φ� íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà â ÊÍÔ. Ôîðìóëà φ⊕ ïîëó÷àåòñÿ èç φ ñ ïîìîùüþ
òàêîé îïåðàöèè: êàæäóþ ïåðåìåííóþ x çàìåíÿåì íà x′ ⊕ x′′, ãäå x′, x′′ � ýòî íîâûå ïåðåìåííûå,
ïîñëå ýòîãî ïðèâîäèì ïîëó÷èâøóþñÿ ôîðìóëó â ÊÍÔ.

PC34. Ïóñòü φ� ýòî ôîðìóëà â k-ÊÍÔ. Ïîêàæèòå, ÷òî φ⊕ � ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ôîðìóëû

â 2k-ÊÍÔ ðàçìåðà |φ|2O(k).

PC35. Ïîêàæèòå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ST (φ⊕) ≥ 2d(φ).

PC36. Ïîêàæèòå, ÷òî SR(φ⊕) ≥ 2Ω(wR(φ)).


