
Çàäàíèå 5 (íà 10 îêòÿáðÿ)

PC22. Ïîêàæèòå, ÷òî íåâûïîëíèìàÿ öåéòèíñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ñåòêè k×n èìååò ðåàëèçàöèþ ðå-

çîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ðàçìåðà n2O(k) ïðè ýòîì ÷èñëî äèçúþíêòîâ â ïàìÿòè íå ïðåâîñõîäèò
2O(k).
PC23. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñïîñîá ìîäèôèêàöèè ôîðìóëû â ÊÍÔ. Äëÿ êàæäîãî äèçúþíêòà
`1∨`2∨· · ·∨`n, â êîòîðûé âõîäèò áîëåå 3-õ ëèòåðàëîâ, ìû ââîäèì íîâûå ïåðåìåííûå e0, e1, . . . , en è
çàìåíÿåì ýòîò äèçúþíêò íà òàêèå: e0, (¬e0∨`1∨e1), (¬e1∨`2∨e2), . . . , (¬en−1∨`n∨en),¬en. Íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî èñõîäíûé äèçúþíêò âûâîäèòñÿ èç òåõ, íà êîòîðûå åãî çàìåíèëè. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè
òàêóþ îïåðàöèþ ïðèìåíèòü ê PHPn+1

n , òî ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà, øèðèíà êîòîðîé Ω(n).

PC24. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ, âîçìîæíî ïóñòîå. Îáîçíà÷åì ÷åðåç neg(S) ìíîæåñòâî
äèçúþíêòîâ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî: neg(∅) = {�}, neg(S ∪ {C}) = {D ∨ ¬a | D ∈
neg(S), a ∈ C}, ïðè ýòîì òðèâèàëüíûå äèçúþíêòû óäàëÿþòñÿ, è óäàëÿþòñÿ äèçúþíêòû, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ íàäìíîæåñòâîì (îñëàáëåíèåì) äðóãèõ äèçúþíêòîâ.

à) Ïðîâåðüòå, ÷òî øèðèíà ëþáîãî äèçúþíêòà èç neg(S) íå ïðåâîñõîäèò |S|.
á) Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ íåïóñòîãî S ìíîæåñòâî neg(S) â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç ìèíèìàëüíûõ ïî

âêëþ÷åíèþ íåòðèâèàëüíûõ äèçúþíêòîâ, ÷òî èç èõ îòðèöàíèÿ ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò êîíúþíêöèÿ
äèçúþíêòîâ èç S.

â) Ïîêàæèòå, ÷òî íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ âûïîëíÿåò âñå äèçúþíêòû ìíîæåñòâà S òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îïðîâåðãàåò õîòÿ áû îäèí äèçúþíêò èç neg(S).

ã) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè èç êîíúþíêöèè ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ S ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò êîíúþíê-
öèÿ ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ S′, òî äëÿ êàæäîãî äèçúþíêòà C ∈ neg(S) ñóùåñòâóåò òàêîé äèçúþíêò
C ′ ∈ neg(S′), ÷òî C åñòü îñëàáëåíèå C ′.

ä) (Èñïðàâëåíî!) Ïóñòü S0, S1, . . . , St � ýòî ðåàëèçàöèÿ ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà äëÿ
íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû φ â k-ÊÍÔ, èñïîëüçóþùàÿ ïàìÿòü (clause space) s. Ïîêàæèòå, ÷òî
neg(St), neg(St−1), . . . , neg(S0) ìîæíî äîïîëíèòü äî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû φ
øèðèíû íå áîëåå s+ k − 3.
Îïðåäåëåíèå. Äâóäîëüíûé ãðàô G(X,Y,E) ñ äîëÿìè X è Y íàçûâàåòñÿ (r, c)-ýêñïàíäåðîì, åñëè
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ (X), åñëè |A| ≤ r, òî |Γ(A)| ≥ c|A|, ãäå Γ(A) = {v ∈ Y | ∃u ∈ A : (u, v) ∈
E} � ìíîæåñòâî ñîñåäåé âåðøèí èç ìíîæåñòâà A.

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íûì (r, c)-ýêñïàíäåðîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ (X), åñëè
|A| ≤ r, òî |δ(A)| ≥ c|A|, ãäå δ(A) = {v ∈ Y | ∃!u ∈ A : (u, v) ∈ E} � ãðàíèöà ìíîæåñòâà A.

PC25. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè â äâóäîëüíîì ãðàôå G(X,Y,E) ñòåïåíè âñåõ âåðøèí èç X íå ïðåâîñ-
õîäÿò d è îí ÿâëÿåòñÿ (r, c)-ýêñïàíäåðîì, òî îí ÿâëÿåòñÿ è ãðàíè÷íûì (r, 2c− d)-ýêñïàíäåðîì.

PC26. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì d, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.9
ñëó÷àéíûé äâóäîëüíûé ðåãóëÿðíûé ãðàô, â êîòîðîì â äîëÿõ X è Y ïî n âåðøèí è äëÿ êàæäîé
âåðøèíû èç X âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàâíîâåðîÿòíî íåçàâèñèìî d ðåáåð â âåðøèíû
ìíîæåñòâà Y (ïîâòîðåíèÿ ðàçðåøàþòñÿ), ÿâëÿåòñÿ ( n

10d ,
5
8d)-ýêñïàíäåðîì.

PC16. (Èñïðàâëåíî!) Ïîêàæèòå, ÷òî íåâûïîëíèìàÿ öåéòèíñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ñåòêè k×n èìååò

äåðåâî ðåøåíèé ðàçìåðà nO(k).

PC18. (Èñïðàâëåíî!) Ãðàô Gn èìååò 2n âåðøèí è ñòðîèòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì: íåçàâèñèìî d
ðàç ìû ðàçáèâàåì âåðøèíû íà ïàðû è äîáàâëÿåì ðåáðà ìåæäó ïàðàìè (åñëè òàêîå ðåáðî óæå åñòü,
òî óâåëè÷èâàåì åãî êðàòíîñòü). Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòå d ñ âåðîÿòíîñòüþ
1− o(1) âûïîëíÿåòñÿ e(Gn) = Ω(n).

PC19. á) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ôîðìóëà φ â k-ÊÍÔ îò n ïåðåìåííûõ èìååò äðåâîâèäíîå ðåçîëþ-

öèîííîå îïðîâåðæåíèå ðàçìåðà S, òî çà âðåìÿ nO(log S+k) ìîæíî ïîñòðîèòü äðåâîâèäíîå ðåçîëþöè-
îííîå îïðîâåðæåíèå ôîðìóëû φ.

PC21. Ïóñòü Gn � ýòî ñåòêà n× n. Ïóñòü öåéòèíñêàÿ ôîðìóëà TsG,f íåâûïîëíèìà. Ïîêàæèòå,

÷òî SR(TsG,f ) ≥ 2Ω(n).


