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На прошлой лекции мы

Определили модальный язык
Ввели модели и шкалы Крипке
Ввели формулы AT, A4, AD, ACR, AB
Определили p-морфизмы шкал и моделей Крипке
С помощью p-морфизмов показали, что иррефлексивность невыразима в
модальном языке
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Нормальная модальная логика

Определение
Множество формул L называется нормальной модальной логикой, если:

Все булевы тавтологии содержатся в L
В L содержится формула AK lpp Ñ qq Ñ plp Ñ lqq

L замкнуто относительно следующих правил:
MP φ P L & φÑ ψ P Lñ ψ P L
Nec φ P Lñ lφ P L
Sub φppq P Lñ φrp :“ ψs, где ψ P Fm
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Теорема корректности

Теорема

Пусть F “ xW ,Ry, тогда LogpFq — это нормальная модальная логика

Общезначимость тавтологий и замкнутность LogpFq относительно MP очевидна.
Покажем, что в произвольной шкале общезначима формула AK

Proof.

Пусть ϑ : VÑ 2W — это оценка и пусть M “ xF , ϑy — это модель на шкале F .
Предположим, что для для любого w PW , если M,w |ù lpp Ñ qq и M,w |ù lp.
Тогда для любого v P Rpwq, M, v |ù p Ñ q и M, v |ù p. Отсюда, M, v |ù q.
Тогда и M,w |ù lq.
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Теорема

Пусть F “ xW ,Ry, тогда LogpFq — это нормальная модальная логика

Покажем, LogpFq замкнута относительно правила Nec.

Proof.
Пусть F |ù φ. Тогда при любой оценке ϑ и при любой модели M “ xF , ϑy, для
любого x PW , M, x |ù φ. Легко понять, что M, x |ù lφ.
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Теорема корректности

Теорема

Пусть F “ xW ,Ry, тогда LogpFq — это нормальная модальная логика

Покажем, LogpFq замкнута относительно правила Sub. Для этого введем оценку
формулы ||φ||M “ tx PW |M, x |ù φu, где M — это модель.

Proof.
Пусть F |ù φppq, ψ — это модальная формула и M “ xF , ϑy — модель.
Посмотрим модель M1

“ xF , ϑ1y, такую что ϑ1ppq “ ||ψ||M. Несложной
индукцией по φ можно установить следующую эквивалентность:
M, x |ù φrx :“ ψs ôM1, x |ù φppq
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Теорема корректности относительно класса шкал

Следствие
Пусть F — это класс шкал Крипке, тогда LogpFq — это нормальная модальная
логика

Proof.
По определению, LogpFq “

Ş

FPF
LogpFq. По теореме корректности, для каждого

F P F, LogpFq — нормальная модальная логика. Тогда в каждом множестве
LogpFq содержатся булевы тавтологии, аксиома нормальности, и оно замкнуто
относительно трех правил.
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Минимальная нормальная модальная логика

Определение
Минимальная нормальная модальная логика K задается следующими аксиомами
и правилами вывода

1 Аксиомы классической логики высказываний (см. любой учебник по
математической логике)

2 Аксиома нормальности (или аксиома Крипке) lpp Ñ qq Ñ plp Ñ lqq

3 Правила вывода:
φ φÑ ψ

MP
ψ

φ
Nec

lφ

φppq
Sub

φrp :“ ψs

Выводом в минимальной нормальной модальной логике K называется конечная
последовательность формул, каждая из которых либо аксиома, либо получена из
предыдущих формул по правилам MP, Nec, Sub
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Пример вывода в K

Покажем, что K $ lpp ^ qq Ø plp ^lqq. Докажем импликацию слева направо.

p1q pp ^ qq Ñ p, pp ^ qq Ñ q
Аксиомы классической логики высказываний

p2q lppp ^ qq Ñ pq,lppp ^ qq Ñ qq
Применение правила Nec к обеим формулам из (1)

p3q lppp ^ qq Ñ pq Ñ plpp ^ qq Ñ lpq, lppp ^ qq Ñ qq Ñ plpp ^ qq Ñ lqq
Частные случаи аксиомы нормальности, полученные по Sub

p4q lpp ^ qq Ñ lp,lpp ^ qq Ñ lq
(2), (3), MP

p5q plpp ^ qq Ñ lpq Ñ pplpp ^ qq Ñ lqq Ñ plpp ^ qq Ñ plp ^lqqqq
Булева тавтология

p6q lpp ^ qq Ñ plp ^lqq
(4), (5), MP
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(3), аксиома нормальности, MP, транзитивность

p5q plp ^lqq Ñ lpp ^ qqq
Частный случай булевой тавтологии, Sub
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Полнота по Крипке

Определение
Нормальная модальная логика L полна по Крипке, если она является логикой
некоторого класса шкал. То есть, существует класс F, такой, что L “ LogpFq.

Следующая цель: теорема о полноте для минимальной нормальной модальной
логики

Теорема

Пусть F — это класс всех шкал Крипке, тогда K “ LogpFq.
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(Максимально) непротиворечивые множества

Определение
Пусть L — это нормальная модальная логика. Множество формул Γ

L-противоречиво, если найдутся формулы φ1, . . . , φn P Γ, такие, что  
n

Ź

i“1
φi P L.

В противном случае, Γ L-непротиворечиво.

Определение

Множество Γ максимально непротиворечиво, если (следующие условия
эквивалентны):

1 Для любого максимально непротиворечивого Σ, если Γ Ď Σ, то Γ “ Σ.
2 Для любой формулы φ, либо φ P Γ, либо  φ P Γ
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Лемма о пополнении непротиворечивого множества

Лемма
Пусть Γ L-непротиворечиво и φ — это формула, тогда либо ΓY tφu
L-непротиворечиво, либо ΓY t φu L L-непротиворечиво.

Proof.
Предположим, что оба множества L-противоречивы. Тогда найдутся
φ1, . . . , φn, φ P ΓY tφu и ψ1, . . . , ψm, φ P ΓY t φu. Рассмотрим формулу

A “
n

Ź

i“1
φi ^

m
Ź

j“1
ψj . Тогда L $  pA^ φq и L $  pA^ φq. Тогда L $  A.

Противоречие, так как Γ непротиворечиво.
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Лемма Линденбаума

Лемма
Пусть Γ L-непротиворечиво, тогда найдется максимально непротиворечивое
множество Σ, такое, что Γ Ď Σ.

Proof.
Пусть φ1, φ2, . . . все формулы. Определим индукцией cледующее семейство
множеств:
$

’

&

’

%

Γ0 “ Γ

Γn`1 “ Γn Y tφnu, если Γn Y tφnu L-непротиворечиво
Γn`1 “ Γn Y t φnu, иначе

.

По лемме о пополнении, каждое Γn L-непротиворечиво. Положим ∆ “ Y8n“0Γn.
Для каждого n, либо φn P Γn`1, либо  φn P Γn`1, а значит, и в ∆. Тогда ∆
максимально и непротиворечиво.
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Лемма о максимально непротиворечивых множествах

Лемма
Пусть Γ максимальное L-непротиворечивое множество, тогда:

L Ď Γ

 φ P Γ ô A R Γ

φ^ ψ P Γ ô φ P Γ и ψ P Γ

φ_ ψ P Γ ô φ P Γ или ψ P Γ

Разберем для примера пункт 4.

Proof.
(ñ) Пусть φ_ ψ P Γ и при этом φ R Γ и ψ R Γ. Тогда  φ P Γ и  ψ P Γ. Тогда Γ
противоречиво, ибо  pp φ^ ψq ^ pφ_ ψqq P L, что тавтология, и при этом
p φ^ ψq ^ pφ_ ψq P Γ.
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Каноническая шкала и каноническая модель

Определение
Пусть L — это нормальная модальная логика.

Канонической шкалой логики L
называется шкала FL “ xWL,RLy, где

WL — это множество всех максимальных L-непротиворечивых множеств.
ΓRL∆ ôdef @φ lφ P Γ ñ ψ P ∆

Определение

Каноническая модель — это модель ML “ xFL, ϑLy, где ϑL — это каноническая
оценка, заданная как

ϑLppq “def tΓ PWL | p P Γu

Даня Рогозин МГУ, Serokell Введение в модальную логику, Лекция 2



Каноническая шкала и каноническая модель

Определение
Пусть L — это нормальная модальная логика. Канонической шкалой логики L
называется шкала FL “ xWL,RLy, где

WL — это множество всех максимальных L-непротиворечивых множеств.
ΓRL∆ ôdef @φ lφ P Γ ñ ψ P ∆

Определение

Каноническая модель — это модель ML “ xFL, ϑLy, где ϑL — это каноническая
оценка, заданная как

ϑLppq “def tΓ PWL | p P Γu

Даня Рогозин МГУ, Serokell Введение в модальную логику, Лекция 2



Каноническая шкала и каноническая модель

Определение
Пусть L — это нормальная модальная логика. Канонической шкалой логики L
называется шкала FL “ xWL,RLy, где

WL — это множество всех максимальных L-непротиворечивых множеств.

ΓRL∆ ôdef @φ lφ P Γ ñ ψ P ∆

Определение

Каноническая модель — это модель ML “ xFL, ϑLy, где ϑL — это каноническая
оценка, заданная как

ϑLppq “def tΓ PWL | p P Γu

Даня Рогозин МГУ, Serokell Введение в модальную логику, Лекция 2



Каноническая шкала и каноническая модель

Определение
Пусть L — это нормальная модальная логика. Канонической шкалой логики L
называется шкала FL “ xWL,RLy, где

WL — это множество всех максимальных L-непротиворечивых множеств.
ΓRL∆ ôdef @φ lφ P Γ ñ ψ P ∆

Определение

Каноническая модель — это модель ML “ xFL, ϑLy, где ϑL — это каноническая
оценка, заданная как

ϑLppq “def tΓ PWL | p P Γu

Даня Рогозин МГУ, Serokell Введение в модальную логику, Лекция 2



Каноническая шкала и каноническая модель

Определение
Пусть L — это нормальная модальная логика. Канонической шкалой логики L
называется шкала FL “ xWL,RLy, где

WL — это множество всех максимальных L-непротиворечивых множеств.
ΓRL∆ ôdef @φ lφ P Γ ñ ψ P ∆

Определение

Каноническая модель — это модель ML “ xFL, ϑLy, где ϑL — это каноническая
оценка, заданная как

ϑLppq “def tΓ PWL | p P Γu

Даня Рогозин МГУ, Serokell Введение в модальную логику, Лекция 2



Лемма о канонической модели

Лемма
Для любого максимального L-непротиворечивого Γ, ML, Γ |ù Aô A P Γ

Рассмотрим случай, когда φ ff lψ

Proof.

ML, Γ |ù lψ ô
По определению

@∆ PWL ΓRL∆ ñML,∆ |ù ψ ô
По предположению индукции

@∆ PWL ΓRL∆ ñ ψ P ∆ ô

Это надо доказать
lψ P Γ
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Лемма о канонической модели

Лемма
ML, Γ |ù φô φ P Γ

Покажем, что @∆ PWL ΓRL∆ ñ ψ P ∆ ô lψ P Γ

Proof.
pðq следует из определения RL. Покажем pñq.
Пусть lψ R Γ. Построим Θ, такое, что ΓRLΘ и ψ R Θ. Положим
Ψ “ tθ |lθ P Γu Y t ψu. Покажем, что Ψ непротиворечиво. Предположим
противное. Тогда существуют θ1, . . . , θn, такие что  p^n

i“1θi ^ ψq P L, где θi
такие, что lθi P Γ.
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Покажем, что @∆ PWL ΓRL∆ ñ ψ P ∆ ô lψ P Γ

Proof.

L $  p^n
i“1θi ^ ψq

Эквивалентность из классической логики
L $ ^n

i“1θi Ñ ψ
Nec + MP + пример вывода в K

L $ ^n
i“1lθi Ñ lψ

Ясно, что ^n
i“1lθi Ñ lψ P Γ, так как ^n

i“1lθi P Γ по лемме о максимальных
непротиворечивых множествах. Тогда lψ P Γ. Противоречие.
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Теорема о канонической модели

Теорема

φ P LôML |ù φ

Proof.
1 pñq Если φ P L, тогда для каждого максимального L-непротиворечивого Γ,
φ P Γ. По лемме о канонической модели, ML, Γ |ù φ. Тогда ML |ù φ.

2 pðq Пусть φ R L, тогда t φu непротиворечиво. Тогда, по лемме
Линденбаума, найдется максимальное L-непротиворечивое множество Γ, что
t φu Ď Γ. Тогда  φ P Γ. По лемме о канонической модели, ML, Γ |ù  φ.
Тогда ML, Γ * φ.
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Полнота системы K

Следствие
LogpFLq Ď L

Теорема

K “ LogpFq, где F — это класс всех шкал Крипке.

Proof.
Рассмотрим следующую цепочку включений:
K Ď LogpFq Ď LogpFKq Ď K
Первое включение — это теорема корректности; второе включение следует из
определения логики класса шкал; третье включение — это следствие выше.

Даня Рогозин МГУ, Serokell Введение в модальную логику, Лекция 2
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определения логики класса шкал; третье включение — это следствие выше.
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Полнота системы K

Следствие
LogpFLq Ď L
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На следующей лекции мы

1 Рассмотрим примеры модальных формул, охарактеризуем соответствующие
им свойства шкал и опишем стандартный "зоопарк" модальных логик:
системы T, K4, S4, S5, D, GL и так далее.

2 Дадим понятие канонической логики и рассмотрим примеры канонических
логик.

3 Обсудим подробнее логику Гёделя-Лёба GL, ее связь с теорией
доказательств, ее неканоничность и покажем, что она полна по Крипке.
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доказательств, ее неканоничность и покажем, что она полна по Крипке.

Даня Рогозин МГУ, Serokell Введение в модальную логику, Лекция 2


