
Что можно делать
с вещественными числами
и нельзя делать с целыми

числами

Часть 2. Десятая проблема Гильберта
Третья лекция

Ю.В.Матиясевич

Санкт-Петербургское отделение
Математического института им. В. А. Стеклова РАН

http://logic.pdmi.ras.ru/~yumat

http://logic.pdmi.ras.ru/~yumat


Что можно делать
с вещественными числами
и нельзя делать с целыми

числами

Часть 2. Десятая проблема Гильберта
Третья лекция

Ю.В.Матиясевич

Санкт-Петербургское отделение
Математического института им. В. А. Стеклова РАН

http://logic.pdmi.ras.ru/~yumat

http://logic.pdmi.ras.ru/~yumat


Что можно делать
с вещественными числами
и нельзя делать с целыми

числами
Часть 2. Десятая проблема Гильберта

Третья лекция

Ю.В.Матиясевич

Санкт-Петербургское отделение
Математического института им. В. А. Стеклова РАН

http://logic.pdmi.ras.ru/~yumat

http://logic.pdmi.ras.ru/~yumat


Теорема Куммера

(
m + n

m

)
= Cm

m+n

=
(m + n)!

m!n!

= 2α2(m,n)3α3(m,n) . . . pαp(m,n) . . .

Теорема (Ernst Eduard Kummer [1852]). Запишем числа m
и n в позиционной системе счисления с основанием p и сложим
их «в столбик»; αp(m, n) равно количеству переносов из
разряда в разряд при этом сложении.
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Следствия теоремы Куммера

Лемма. При сложении чисел a и b в двоичной системе
счисления не проиходит ни одного переноса из разряд в разряд
в том и только том случае, когда биномиальный коэффициент(a+b

a

)
явлется нечетным, то есть существует натуральное число

d такое, что (
a + b

a

)
= 2d + 1.

Лемма. Биномиальный коэффициент
(a
b

)
явлется нечетным
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Поразрядное умножение
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bk2k c =
∞∑
k=0

ck2k

a . . . 0 . . . 0 . . . 1 . . . 1 . . .
b . . . 0 . . . 1 . . . 0 . . . 1 . . .
c . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 1 . . .

a− c . . . 0 . . . 0 . . . 1 . . . 0 . . .
b − c . . . 0 . . . 1 . . . 0 . . . 0 . . .

c = a&b
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Биномиальные коэффициенты
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+ · · ·+
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⇐⇒ ∃upq{(1 + u)m = pun+1 + cun + q ∧

c < u ∧ q < un−1 ∧ u > 2m}
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Гипотеза Martin’a Davis’а (=DPRM-теорема)
Гипотеза M. Davis’а (DPRM-теорема). Каждое
перечислимое множество является диофантовым.

Теорема (Davis-Putnam-Robinson [1961]). Каждое
перечислимое множество M имеет экспоненциально
диофантово представление

〈a1, . . . , an〉 ∈M⇐⇒
⇐⇒ ∃x1 . . . xm{EL(a1, . . . , an, x1, x2, . . . , xm) =

= ER(a1, . . . , an, x1, x2, . . . , xm)}

a = bc ⇐⇒ ∃x1 . . . xm{P(a, b, c , x1, . . . , xm) = 0}
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Рекуррентные последовательности второго порядка

βb(0) = 1 βb(n + 1) = bβb(n)

αb(0) = 0 αb(1) = 1 αb(n+2) = bαb(n+1)−αb(n) b ≥ 2

0 < 1 < αb(2) < · · · < αb(n) < αb(n + 1) < . . .
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Рекуррентные последовательности второго порядка

α2(0), α2(1), . . . , α2(n), . . .

0, 1, 2, 3, 4, 5, . . .

α2(n + 2) = 2α2(n + 1)− α2(n)

= 2(n + 1)− n

= n + 2
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Диофантовость последовательности αb(k)

Основная лемма. Существует многочлен Q(x , b, k , x1, . . . , xm)
такой что

b ≥ 4 & x = αb(k)⇐⇒ ∃x1 . . . xm{Q(x , b, k, x1, . . . , xm) = 0}
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Скорость роста

αb(0) = 0 αb(1) = 1 αb(n+2) = bαb(n+1)−αb(n) b ≥ 2

(b − 1)αb(n + 1) ≤ αb(n + 2) ≤ bαb(n + 1)

(b − 1)n ≤ αb(n + 1) ≤ bn
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От α к β
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