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ßçûêè è êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòüÎïðåäåëåíèå(Ôîðìàëüíûì) ÿçûêîì íàä àë�àâèòîì Σ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñëîâíàä Σ. Êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ ÿçûêà L ⊆ Σ∗ íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿCL(n) : N0 → N0, âîçâðàùàþùàÿ ÷èñëî ñëîâ çàäàííîé äëèíû â ÿçûêå.
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Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü áåñêîíå÷íûõ ñëîâÎïðåäåëåíèåÊîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ (èëè ñëîæíîñòüþ ïî ïîäñëîâàì) áåñêîíå÷íîãî ñëîâà wíàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ Cw(n) : N0 → N0, âîçâðàùàþùàÿ ÷èñëî ïîäñëîâ çàäàííîéäëèíû â w.
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Ìàðñòîí Ìîðñ (1892-1977) � àìåðèêàíåö, äè�-�åðåíöèàëüíûé ãåîìåòð è òîïîëîã. Ïðèäóìàë¾Òåîðèþ Ìîðñà¿ â òîïîëîãèè.Âìåñòå ñî ñâîèì ó÷åíèêîì Õýäëóíäîì âïåðâûå èññëåäîâàë êîìáèíàòîðíóþñëîæíîñòü áåñêîíå÷íûõ ñëîâ. Ñ�îðìóëèðîâàë íà ÿçûêå ñëîæíîñòè êðèòåðèéïåðèîäè÷íîñòè ω-ñëîâà (1938) è êðèòåðèé äëÿ ñëîâ Øòóðìà (1940).À. Ì. Øóð (ÈÌÊÍ ÓðÔÓ) Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü 28 ìàðòà 2015 4 / 13



Ïåðèîäè÷íîñòü è ñëîæíîñòüÎïðåäåëåíèå
ω-ñëîâî w íàçûâàåòñÿïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ó íåãî åñòü ïåðèîä p ∈ N, ò.å. w[i ] = w[i+p] äëÿ âñåõ i ∈ N;�èíàëüíî ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ó íåãî åñòü ïåðèîäè÷åñêèé ñó��èêñ.Òàêèì îáðàçîì,- ïåðèîäè÷åñêîå ω-ñëîâî èìååò âèä vω , ãäå |v | = p;- �èíàëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ω-ñëîâî èìååò âèä uvω, ãäå |v | = p, à u � ëþáîå.
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⇒: Â ñëîâå vω íå áîëåå p ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ äëèíû n äëÿ ëþáîãî n; ýòî ïîäñëîâà,íà÷èíàþùèåñÿ ñ ïîçèöèé 1, 2, . . . , p â v . Â ñëîâå uvω ê íèì äîáàâëÿþòñÿ íå áîëåå
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìîðñà-Õýäëóíäà
⇐: Ïóñòü êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ω-ñëîâà w îãðàíè÷åíà.Íàéäåòñÿ n0 òàêîå, ÷òî Cw(n0+1) 6 Cw(n0)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè u � ïîäñëîâî â w, âûáåðåì ëþáîå åãî âõîæäåíèå; åñëèçà íèì â w ñëåäóåò áóêâà a, òî ua � ïîäñëîâî â wÒàêîå îòîáðàæåíèå u → ua èíúåêòèâíî, îòêóäà Cw(n+1) > Cw(n) äëÿ ëþáîãî n;çíà÷èò, Cw(n0+1) = Cw(n0)Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîäñëîâà u äëèíû n0 ñëåäóþùàÿ çà íèì áóêâà aîïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ò.å. íà îäíó ïîçèöèþ ïðàâåå âõîæäåíèÿ u âñåãäàíà÷èíàåòñÿ âõîæäåíèå îäíîãî è òîãî æå ïîäñëîâà u′ (à èìåííî, åñëè u = bx ,ãäå b � áóêâà, òî u′ = xa)Òàê êàê ïîäñëîâ äëèíû n0 â w êîíå÷íîå ÷èñëî, ÷åðåç îïðåäåëåííîå ÷èñëîøàãîâ ìû âñòðåòèì ïîäñëîâî v , êîòîðîå óæå âñòðå÷àëîñü ðàíüøå:u u′ v v ′

. . .
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Óòî÷íåíèÿ è îáîáùåíèÿÒåîðåìà Ìîðñà�Õýäëóíäà (óòî÷íåííàÿ �îðìóëèðîâêà)Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ω-ñëîâà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç äâóõ àëüòåðíàòèâ:1 îíî ÿâëÿåòñÿ �èíàëüíî ïåðèîäè÷åñêèì è åãî êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíàêîíñòàíòå, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n2 îíî íå ÿâëÿåòñÿ �èíàëüíî ïåðèîäè÷åñêèì è åãî êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòüâîçðàñòàåò â êàæäîé òî÷êå
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Óòî÷íåíèÿ è îáîáùåíèÿÒåîðåìà Ìîðñà�Õýäëóíäà (óòî÷íåííàÿ �îðìóëèðîâêà)Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ω-ñëîâà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç äâóõ àëüòåðíàòèâ:1 îíî ÿâëÿåòñÿ �èíàëüíî ïåðèîäè÷åñêèì è åãî êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíàêîíñòàíòå, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n2 îíî íå ÿâëÿåòñÿ �èíàëüíî ïåðèîäè÷åñêèì è åãî êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòüâîçðàñòàåò â êàæäîé òî÷êåÊîíñòàíòà â ïåðâîé àëüòåðíàòèâå ïîÿâëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ: åñëèëþáîå ïîäñëîâî â w äëèíû n ïðîäîëæàåòñÿ âïðàâî åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òîè ëþáîå ïîäñëîâî áîëüøåé äëèíû ïðîäîëæàåòñÿ âïðàâî åäèíñòâåííûì îáðàçîì(ïîñêîëüêó ó íåãî åñòü ñó��èêñ äëèíû n)Ïîñêîëüêó óíàðíûå ñëîâà ÿâëÿþòñÿ �èíàëüíî ïåðèîäè÷åñêèìè, âòîðàÿàëüòåðíàòèâà îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, Cw(n) > n + 1 (à âñå áîëåå ìåäëåííîðàñòóùèå �óíêöèè íå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ áåñêîíå÷íûõñëîâ)Âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè ω-ñëîâà ñ êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ n+1 (¾ñàìûåïðîñòûå¿ íåïåðèîäè÷åñêèå ω-ñëîâà)?À. Ì. Øóð (ÈÌÊÍ ÓðÔÓ) Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü 28 ìàðòà 2015 7 / 13



Ñëîâà Ôèáîíà÷÷èÁèíàðíûé ìîð�èçì φ : 0 → 01, 1 → 0 ïîðîæäàåò ñëîâà Ôèáîíà÷÷è:
φ0(0) = f0 = 0,
φ1(0) = f1 = 01,
φ2(0) = f2 = 010,
φ3(0) = f3 = 01001,
φ4(0) = f4 = 01001010,

. . .

φ∞(0) = f = 010010100100101001010 · · ·
⋆ f � âòîðîå ïî ¾çíàìåíèòîñòè¿ áèíàðíîå ω-ñëîâî ïîñëå ñëîâà Òóý-Ìîðñà; îíîíå 3-ñâîáîäíî, â íåì åñòü ïîäñëîâà f 3n äëÿ âñåõ n > 2
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Ñëîâà Ôèáîíà÷÷èÁèíàðíûé ìîð�èçì φ : 0 → 01, 1 → 0 ïîðîæäàåò ñëîâà Ôèáîíà÷÷è:
φ0(0) = f0 = 0,
φ1(0) = f1 = 01,
φ2(0) = f2 = 010,
φ3(0) = f3 = 01001,
φ4(0) = f4 = 01001010,

. . .

φ∞(0) = f = 010010100100101001010 · · ·
⋆ f � âòîðîå ïî ¾çíàìåíèòîñòè¿ áèíàðíîå ω-ñëîâî ïîñëå ñëîâà Òóý-Ìîðñà; îíîíå 3-ñâîáîäíî, â íåì åñòü ïîäñëîâà f 3n äëÿ âñåõ n > 2Ïðîñòûå ñâîéñòâà ñëîâ Ôèáîíà÷÷è:fn = fn−1fn−2äëèíà fn ðàâíà ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è Φn (Φ0 = 1, Φ1 = 2)äâå ïîñëåäíèå áóêâû â fn ðàçëè÷íû (ïî èíäóêöèè èç ïåðâîãî ñâîéñòâà)ñëîâà fn ðàçáèâàþòñÿ íà áëîêè 01 è 0; çíà÷èò, â íèõ íåò ïîäñëîâ 11 è 000(ïðîîáðàç ñëîâà, ñîäåðæàùåãî 000, ñîäåðæèò 11)À. Ì. Øóð (ÈÌÊÍ ÓðÔÓ) Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü 28 ìàðòà 2015 8 / 13



Ïåðèîäû ñëîâ Ôèáîíà÷÷èËåììà î ïåðèîäåÄëÿ âñåõ n > 2, per(fn) = Φn−1
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Ïåðèîäû ñëîâ Ôèáîíà÷÷èËåììà î ïåðèîäåÄëÿ âñåõ n > 2, per(fn) = Φn−1×èñëî Φn−1 î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ñëîâà fn = fn−1fn−2 = fn−2fn−3fn−2,ïîñêîëüêó ïðå�èêñ è ñó��èêñ fn−2 âõîäÿò â fn íà ðàññòîÿíèè Φn−1. Äîêàæåì ïîèíäóêöèè, ÷òî ó fn íåò ìåíüøèõ ïåðèîäîâ. Áàçà èíäóêöèè (n = 2, 3) î÷åâèäíà. Äëÿøàãà èíäóêöèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ó ñëîâà fn íåò ïåðèîäîâ p òàêèõ, ÷òî
Φn−2 6 p < Φn−1 (óæå ïðå�èêñ fn−1 ñëîâà fn íå èìååò ïåðèîäîâ, ìåíüøèõ Φn−2, ïîïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè).
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Ïåðèîäû ñëîâ Ôèáîíà÷÷èËåììà î ïåðèîäåÄëÿ âñåõ n > 2, per(fn) = Φn−1×èñëî Φn−1 î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ñëîâà fn = fn−1fn−2 = fn−2fn−3fn−2,ïîñêîëüêó ïðå�èêñ è ñó��èêñ fn−2 âõîäÿò â fn íà ðàññòîÿíèè Φn−1. Äîêàæåì ïîèíäóêöèè, ÷òî ó fn íåò ìåíüøèõ ïåðèîäîâ. Áàçà èíäóêöèè (n = 2, 3) î÷åâèäíà. Äëÿøàãà èíäóêöèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ó ñëîâà fn íåò ïåðèîäîâ p òàêèõ, ÷òî
Φn−2 6 p < Φn−1 (óæå ïðå�èêñ fn−1 ñëîâà fn íå èìååò ïåðèîäîâ, ìåíüøèõ Φn−2, ïîïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè).Çàìå÷àíèå: ñëîâà fnfn−1 è fn−1fn îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â äâóõ ïîñëåäíèõ áóêâàõ (ëåãêîäîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ïîñêîëüêó fnfn−1 = fn−1fn−2fn−1 è fn−1fn = fn−1fn−1fn−2)
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Ïåðèîäû ñëîâ Ôèáîíà÷÷èËåììà î ïåðèîäåÄëÿ âñåõ n > 2, per(fn) = Φn−1×èñëî Φn−1 î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ñëîâà fn = fn−1fn−2 = fn−2fn−3fn−2,ïîñêîëüêó ïðå�èêñ è ñó��èêñ fn−2 âõîäÿò â fn íà ðàññòîÿíèè Φn−1. Äîêàæåì ïîèíäóêöèè, ÷òî ó fn íåò ìåíüøèõ ïåðèîäîâ. Áàçà èíäóêöèè (n = 2, 3) î÷åâèäíà. Äëÿøàãà èíäóêöèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ó ñëîâà fn íåò ïåðèîäîâ p òàêèõ, ÷òî
Φn−2 6 p < Φn−1 (óæå ïðå�èêñ fn−1 ñëîâà fn íå èìååò ïåðèîäîâ, ìåíüøèõ Φn−2, ïîïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè).Çàìå÷àíèå: ñëîâà fnfn−1 è fn−1fn îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â äâóõ ïîñëåäíèõ áóêâàõ (ëåãêîäîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ïîñêîëüêó fnfn−1 = fn−1fn−2fn−1 è fn−1fn = fn−1fn−1fn−2)Ñëîâî fn−2fn−2fn−3, îòëè÷àþùååñÿ îò fn äâóìÿ ïîñëåäíèìè áóêâàìè, èìååò ïåðèîä
Φn−2; ýòî îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî ó fn íåò òàêîãî ïåðèîäà, à âî-âòîðûõ, ÷òî fnèìååò òàêóþ ñòðóêòóðó:fn abfn−2 fn−2 ïðå�. fn−2fn−2À. Ì. Øóð (ÈÌÊÍ ÓðÔÓ) Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü 28 ìàðòà 2015 9 / 13



Ëåììà î ïåðèîäå (îêîí÷àíèå) è ëåììà î ïðîäîëæåíèèfn abfn−2 fn−2 ïðå�. fn−2fn−2Åñëè ó fn åñòü ïåðèîä p, Φn−2 < p < Φn−1, òî ñëîâî fn−2 âñòðå÷àåòñÿ â fn ãäå-òîìåæäó êðàñíûìè âõîæäåíèÿìè; íî îíî íå ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ â ïðåäïîñëåäíåéïîçèöèè, ò.ê. a 6= b, è íå ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ ðàíüøå: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå fn−2ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñâîèõ öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ è íåïðèìèòèâíî, ÷òîïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè åãî ìèíèìàëüíûé ïåðèîäðàâåí Φn−3 (> Φn−2/2).
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Ëåììà î ïåðèîäå (îêîí÷àíèå) è ëåììà î ïðîäîëæåíèèfn abfn−2 fn−2 ïðå�. fn−2fn−2Åñëè ó fn åñòü ïåðèîä p, Φn−2 < p < Φn−1, òî ñëîâî fn−2 âñòðå÷àåòñÿ â fn ãäå-òîìåæäó êðàñíûìè âõîæäåíèÿìè; íî îíî íå ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ â ïðåäïîñëåäíåéïîçèöèè, ò.ê. a 6= b, è íå ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ ðàíüøå: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå fn−2ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñâîèõ öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ è íåïðèìèòèâíî, ÷òîïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè åãî ìèíèìàëüíûé ïåðèîäðàâåí Φn−3 (> Φn−2/2).Ëåììà î ïðîäîëæåíèèÍå ñóùåñòâóåò ñëîâà x òàêîãî, ÷òî 0x0 è 1x1 � ïîäñëîâà â f.Ïóñòü F � ìíîæåñòâî ïîäñëîâ â f, x � ìèíèìàëüíîå ïî äëèíå ñëîâî òàêîå, ÷òî0x0, 1x1 ∈ F . Òîãäà x 6= λ, x 6= 0, x = 0y0 äëÿ íåêîòîðîãî y . Ïîñêîëüêó 1x1 � íåïðå�èêñ f, 01x1 ∈ F . Òîãäà φ−1(01x1) = φ−1(010y01) = 0φ−1(0y)0, îòêóäà0φ−1(0y)0 ∈ F . Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëîâî 0x0 = 00y00. Òîãäà 0x01 ∈ F ; âçÿâ
φ−1(0x01) = φ−1(00y001) = 1φ−1(0y)10, ïîëó÷àåì 1φ−1(0y)1 ∈ F . Â ðåçóëüòàòåèìååì 0z0, 1z1 ∈ F äëÿ z = φ−1(0y); íî |z | < |x |, ïðîòèâîðå÷èå.À. Ì. Øóð (ÈÌÊÍ ÓðÔÓ) Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü 28 ìàðòà 2015 10 / 13



Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ñëîâà Ôèáîíà÷÷èÒåîðåìàCf(n) = n + 1.
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Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ñëîâà Ôèáîíà÷÷èÒåîðåìàCf(n) = n + 1.Èç ëåììû î ïåðèîäå ñëåäóåò, ÷òî ñëîâî Ôèáîíà÷÷è íå ÿâëÿåòñÿ �èíàëüíîïåðèîäè÷åñêèì, ò.å. Cf (n) > n + 1. �àâåíñòâî áóäåì äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè. Áàçàèíäóêöèè î÷åâèäíà: Cf (1) = 2.
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Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ñëîâà Ôèáîíà÷÷èÒåîðåìàCf(n) = n + 1.Èç ëåììû î ïåðèîäå ñëåäóåò, ÷òî ñëîâî Ôèáîíà÷÷è íå ÿâëÿåòñÿ �èíàëüíîïåðèîäè÷åñêèì, ò.å. Cf (n) > n + 1. �àâåíñòâî áóäåì äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè. Áàçàèíäóêöèè î÷åâèäíà: Cf (1) = 2.Ñëîâî u ∈ F íàçîâåì ñâîáîäíûì, åñëè u0, u1 ∈ F . Òàê êàê ê êàæäîìó ïîäñëîâóäëèíû n ìîæíî ïðèïèñàòü ñïðàâà áóêâó, ïîëó÷àÿ ïîäñëîâî äëèíû n+1, ëåãêîçàìåòèòü, ÷òî Cf (n+1)) ðàâíî Cf (n) ïëþñ êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ ñëîâ äëèíû n (ïðîêîòîðîå ìû óæå çíàåì, ÷òî îíî áîëüøå íóëÿ). Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèåèíäóêöèè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n−1 èìååòñÿ ðîâíî îäíî ñâîáîäíîåñëîâî äëèíû k. �àññìîòðèì ñëîâà äëèíû n. Åñëè ñëîâî äëèíû n ñâîáîäíî, òî åãîñó��èêñ äëèíû n−1 òàêæå ñâîáîäåí. Íî òàêîé ñó��èêñ � åäèíñòâåííûé ïîïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç x . Åñëè â F èìååòñÿ ëèøü îäíîñëîâî äëèíû n ñ ñó��èêñîì x , òî îíî, î÷åâèäíî, è áóäåò åäèíñòâåííûì ñâîáîäíûìñëîâîì äëèíû n. Åñëè æå îáà ñëîâà 0x è 1x ïðèíàäëåæàò F , òî õîòÿ áû îäíî èçñëîâ 0x0, 1x1 íå ïðèíàäëåæèò F ïî ëåììå î ïðîäîëæåíèè; ñëåäîâàòåëüíî, ëèøüîäíî èç ñëîâ 0x , 1x ñâîáîäíî.À. Ì. Øóð (ÈÌÊÍ ÓðÔÓ) Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü 28 ìàðòà 2015 11 / 13



Ñëîâà ØòóðìàÈòàê, ñëîâà ñ êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ n+1 åñòü; ìîæíî äîêàçàòü, ÷òîìíîæåñòâî òàêèõ ñëîâ ñîâïàäàåò ñ âåñüìà ïðèìå÷àòåëüíûì êëàññîì äâîè÷íûõ ñëîâ� ñëîâàìè Øòóðìà. Ñëîâà Øòóðìà îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ïðÿìîé ñèððàöèîíàëüíûì íàêëîíîì ñ ëèíèÿìè öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè íà ïëîñêîñòè:
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Ñëîâà ØòóðìàÈòàê, ñëîâà ñ êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ n+1 åñòü; ìîæíî äîêàçàòü, ÷òîìíîæåñòâî òàêèõ ñëîâ ñîâïàäàåò ñ âåñüìà ïðèìå÷àòåëüíûì êëàññîì äâîè÷íûõ ñëîâ� ñëîâàìè Øòóðìà. Ñëîâà Øòóðìà îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ïðÿìîé ñèððàöèîíàëüíûì íàêëîíîì ñ ëèíèÿìè öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè íà ïëîñêîñòè:
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Ñëîâà ØòóðìàÈòàê, ñëîâà ñ êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ n+1 åñòü; ìîæíî äîêàçàòü, ÷òîìíîæåñòâî òàêèõ ñëîâ ñîâïàäàåò ñ âåñüìà ïðèìå÷àòåëüíûì êëàññîì äâîè÷íûõ ñëîâ� ñëîâàìè Øòóðìà. Ñëîâà Øòóðìà îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ïðÿìîé ñèððàöèîíàëüíûì íàêëîíîì ñ ëèíèÿìè öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè íà ïëîñêîñòè:
0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0· · ·
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Ñëîâà ØòóðìàÈòàê, ñëîâà ñ êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ n+1 åñòü; ìîæíî äîêàçàòü, ÷òîìíîæåñòâî òàêèõ ñëîâ ñîâïàäàåò ñ âåñüìà ïðèìå÷àòåëüíûì êëàññîì äâîè÷íûõ ñëîâ� ñëîâàìè Øòóðìà. Ñëîâà Øòóðìà îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ïðÿìîé ñèððàöèîíàëüíûì íàêëîíîì ñ ëèíèÿìè öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè íà ïëîñêîñòè:
0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0· · ·Cëîâà Øòóðìà èìåþò ìíîãî ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèçàöèé è ïðèìåíåíèé; íàïðèìåð,ñðåäè ñëîâ, ó êîòîðûõ óãîë íàêëîíà � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, óäàëîñüíàéòè ñëåäû ( kk−1 )

+-ñâîáîäíûõ ñëîâ äëÿ k = 7, . . . , 14, ïðîäâèíóâ äîêàçàòåëüñòâîãèïîòåçû Äåæàí.À. Ì. Øóð (ÈÌÊÍ ÓðÔÓ) Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü 28 ìàðòà 2015 12 / 13



Îáùèå çàìå÷àíèÿ î êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòè ω-ñëîâËåãêî ïîñòðîèòü äâîè÷íîå ñëîâî ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé êîìáèíàòîðíîéñëîæíîñòüþ 2n: íàïðèìåð, çàïèñàòü äðóã çà äðóãîì äâîè÷íûå çàïèñè âñåõíàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿÓïðàæíåíèå: äîêàçàòü, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî äâîè÷íîå ñëîâî íå ÿâëÿåòñÿïîäñëîâîì äâîè÷íîãî ω-ñëîâà w, òî Cw(n) 6 C · αn äëÿ íåêîòîðîãî α < 2 èíåêîòîðîé êîíñòàíòû Cñëîâà, ïîðîæäàåìûå ìîð�èçìàìè, èìåþò î÷åíü íèçêóþ ñëîæíîñòü; òåîðåìàÏàíñü¼ (òîãî æå ñàìîãî) ãîâîðèò, ÷òî ñëîæíîñòü ñëîâà, ïîðîæäåííîãîìîð�èçìîì, ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç êëàññîâ Θ(1), Θ(n), Θ(n log log n),
Θ(n log n), Θ(n2)ñëîâî Òóý-Ìîðñà èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü; ãðà�èê ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ�ðàêòàëîì, îñíîâíàÿ �èãóðà êîòîðîãî � ëîìàíàÿ èç äâóõ çâåíüåâ ñ ðàçíûìèóãëàìè íàêëîíà
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Îáùèå çàìå÷àíèÿ î êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòè ω-ñëîâËåãêî ïîñòðîèòü äâîè÷íîå ñëîâî ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé êîìáèíàòîðíîéñëîæíîñòüþ 2n: íàïðèìåð, çàïèñàòü äðóã çà äðóãîì äâîè÷íûå çàïèñè âñåõíàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿÓïðàæíåíèå: äîêàçàòü, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî äâîè÷íîå ñëîâî íå ÿâëÿåòñÿïîäñëîâîì äâîè÷íîãî ω-ñëîâà w, òî Cw(n) 6 C · αn äëÿ íåêîòîðîãî α < 2 èíåêîòîðîé êîíñòàíòû Cñëîâà, ïîðîæäàåìûå ìîð�èçìàìè, èìåþò î÷åíü íèçêóþ ñëîæíîñòü; òåîðåìàÏàíñü¼ (òîãî æå ñàìîãî) ãîâîðèò, ÷òî ñëîæíîñòü ñëîâà, ïîðîæäåííîãîìîð�èçìîì, ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç êëàññîâ Θ(1), Θ(n), Θ(n log log n),
Θ(n log n), Θ(n2)ñëîâî Òóý-Ìîðñà èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü; ãðà�èê ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ�ðàêòàëîì, îñíîâíàÿ �èãóðà êîòîðîãî � ëîìàíàÿ èç äâóõ çâåíüåâ ñ ðàçíûìèóãëàìè íàêëîíàÅñëè íå îãðàíè÷èâàòüñÿ áåñêîíå÷íûìè ñëîâàìè, à ïåðåéòè ê áîëåå îáùèì êëàññàìÿçûêîâ, ñèòóàöèÿ ñî ñëîæíîñòüþ ñòàíîâèòñÿ äåéñòâèòåëüíî ñëîæíîé, íî âåñüìàóâëåêàòåëüíîé.À. Ì. Øóð (ÈÌÊÍ ÓðÔÓ) Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü 28 ìàðòà 2015 13 / 13


