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Àóêöèîíû

Ñåé÷àñ ìû îïÿòü áóäåì â ñèòóàöèè àóêöèîíîâ.

N ïîêóïàòåëåé, ó êàæäîãî öåííîñòü xi , êîòîðàÿ

íàêèäûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Xi , ðàñïðåäåë¼ííîé ïî

F (x).

Â àóêöèîíå A àãåíò i ïëàòèò mA
i (xi ).

Åñòü åù¼ G (x) = F (x)N−1 � ïåðâàÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà

N − 1 àãåíòà.
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Ñòàíäàðòíûå àóêöèîíû

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñòàíäàðòíûìè àóêöèîíàìè, â êîòîðûõ

âåùü äîñòà¼òñÿ òîìó, êòî áîëüøå âñåõ ïðåäëîæèë.

Ïðè ýòîì êîíå÷íî, òî, ñêîëüêî îí â äåéñòâèòåëüíîñòè

çàïëàòèò, çàâèñèò îò ôîðìû àóêöèîíà.

Ïðèìåð íåñòàíäàðòíîãî àóêöèîíà � ëîòåðåÿ; ïëàòÿò âñå,

ïîòîì ïðèç ïîëó÷àþò ñ øàíñàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè

ïîòðà÷åííîé ñóììå.
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Îæèäàåìûå âûïëàòû

Ðàññìîòðèì íåêèé ñòàíäàðòíûé àóêöèîí A; ó íåãî åñòü

ðàâíîâåñèå.

Â ýòîì ðàâíîâåñèè àãåíò i îæèäàåò âûïëàòèòü mA
i (xi ).

Àãåíòû ó íàñ áóäóò îäèíàêîâû, ïîýòîìó mA íå çàâèñèò îò i .

Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî ó÷àñòíèê ñî ñòàâêîé 0

ïëàòèò 0 (íà÷àëüíîå óñëîâèå).
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Ôîðìóëèðîâêà

Òåîðåìà

Ïóñòü ñêðûòûå çíà÷åíèÿ àãåíòîâ xi ðàñïðåäåëåíû íåçàâèñèìî è

îäèíàêîâî, è âñå àãåíòû íåéòðàëüíû ê ðèñêó. Òîãäà ëþáîå

ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå ëþáîãî ñòàíäàðòíîãî àóêöèîíà,

òàêîå, ÷òî îæèäàåìàÿ âûïëàòà àãåíòà ñî ñòàâêîé 0 ðàâíà íóëþ,

äà¼ò îäèí è òîò æå îæèäàåìûé äîõîä ïðîäàâöó.
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Ñóòü

Èíà÷å ãîâîðÿ, êàêîé áû àóêöèîí ìû íè óñòðàèâàëè, ïðè

ýòèõ óñëîâèÿõ (îäèíàêîâûõ àãåíòàõ) íàñ æä¼ò â ñðåäíåì

ñîâåðøåííî îäèíàêîâàÿ ïðèáûëü!

Çâó÷èò î÷åíü ñòðàííî, íî ñåé÷àñ äîêàæåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ïåðâîãî àãåíòà; îñòàëüíûå ñëåäóþò

ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè β, à îí ñòàâèò β(z).

Îí âûèãðûâàåò, êîãäà åãî ñòàâêà β(z) ïðåâûøàåò ñàìóþ

áîëüøóþ èç äðóãèõ ñòàâîê β(Y1), ò.å. êîãäà z > Y1.

Åãî îæèäàåìàÿ ïðèáûëü ðàâíà

ΠA(z , x) = G (z)x − mA(z),

ãäå G (z) = F (z)N−1 (ðàñïðåäåëåíèå Y1).
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Åãî îæèäàåìàÿ ïðèáûëü ðàâíà

ΠA(z , x) = G (z)x − mA(z),

ãäå G (z) = F (z)N−1 (ðàñïðåäåëåíèå Y1).

Òóò ãëàâíîå â òîì, ÷òî åãî âûïëàòà mA(z) çàâèñèò îò β è

îò z , íî íå çàâèñèò îò åãî íàñòîÿùåãî çíà÷åíèÿ x .

Äàâàéòå òåïåðü ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèáûëü; ïîëó÷àåòñÿ

óñëîâèå:

∂

∂z
ΠA(z , x) = g(z)x −

d

dz
mA(z) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîñêîëüêó â ðàâíîâåñèè âûãîäíî ñòàâèòü β(x), òî, çíà÷èò:

d

dz
mA(y) = g(y)y ,

mA(x) = mA(0) +

∫ x
0

yg(y)dy =

∫ x
0

yg(y)dy =

= G (x)× E [Y1|Y1 < x ].
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Äîêàçàòåëüñòâî

mA(x) = mA(0) +

∫ x
0

yg(y)dy =

∫ x
0

yg(y)dy =

= G (x)× E [Y1|Y1 < x ].

Âîò è ïîëó÷èëîñü, ÷òî îæèäàåìàÿ âûïëàòà àãåíòà íå

çàâèñèò îò A, à òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ íà x! �
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Ïðèìåð

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåííîñòè ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà

[0, 1].

Òîãäà F (x) = x , G (x) = xN−1, è

β(x) =
N − 1

N
x .

Êàêîé â ýòîì ñëó÷àå áóäåò äîõîä ó ïðîäàâöà?
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Ïðèìåð

Èç òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

mA(x) =
N − 1

N
xN ,

E [mA(x)] =
N − 1

N(N + 1)
.

À îæèäàåìûé äîõîä ïðîäàâöà � ýòî N · E [mA(x)]:

E [RA] =
N − 1

N + 1
.
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Åù¼ ðàç èòîã

Ìû ïîëó÷èëè íå òîëüêî ôàêò: ¾îæèäàåìàÿ âûïëàòà íå

çàâèñèò îò àóêöèîíà¿.

Ìû åù¼ è ïîëó÷èëè êîíêðåòíóþ ôîðìóëó äëÿ ýòîé

âûïëàòû:

mA(x) = mA(0) +

∫ x
0

yg(y)dy ,

g(x) = G ′(x) = (F (x)N−1) ′ = (N − 1)f (x)F (x)N−2.

Îáû÷íî mA(0) = 0.
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Åù¼ ðàç èòîã

Êàê èçâåñòíî (ïðàâäà, ÿ íå çíàþ, êòî ýòî ñêàçàë),

¾theorems come and go, a good formula remains for ever¿.

mA(x) = mA(0) +

∫ x
0

yg(y)dy ,

g(x) = G ′(x) = (F (x)N−1) ′ = (N − 1)f (x)F (x)N−2.

Ïîëüçîâàòüñÿ ìû áóäåì â îñíîâíîì èìåííî ôîðìóëîé, à

íå ïðîñòî îáùèì ôàêòîì.
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Åù¼ ðàç èòîã

È åù¼ âàæíîå çàìå÷àíèå. Ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó, êîòîðàÿ

ãîâîðèò: ¾åñëè ðàâíîâåñèå åñòü, òî îíî åñòü èìåííî òóò¿:

mA(x) = mA(0) +

∫ x
0

yg(y)dy ,

g(x) = G ′(x) = (F (x)N−1) ′ = (N − 1)f (x)F (x)N−2.

Íî ýòî íå çíà÷èò àâòîìàòè÷åñêè, ÷òî ðàâíîâåñèå åñòü! Ýòî

ïðèä¼òñÿ ïðîâåðÿòü îòäåëüíî, è íå âåçäå îíî ïðèñóòñòâóåò.
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All-pay auction

Äàâàéòå ðàññìîòðèì àóêöèîí, ãäå âñå äåëàþò ñòàâêè,

ïîòîì âñå ïëàòÿò , ñêîëüêî ïîñòàâèëè, à ïîòîì âåùü äàþò

òîìó, êòî çàïëàòèë áîëüøå.

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî òàêîå áûâàåò: ëîááèðîâàíèå èëè

ðåêëàìíûå êàìïàíèè.

×åìó áóäåò ðàâíà îæèäàåìàÿ âûïëàòà?
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Ðàâíîâåñèå â all-pay àóêöèîíå

Â òàêîì àóêöèîíå îæèäàåìàÿ âûïëàòà ñòðîãî ðàâíà ñòàâêå.

Ïîýòîìó åñëè ðàâíîâåñèå åñòü, îíî äîëæíî áûòü òóò:

mall−pay(x) =

∫ x
0

yg(y)dy = βall−pay(x).

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ðàâíîâåñèå (ïî Íýøó

õîòÿ áû). Ïóñòü âñå èãðàþò ïî βall−pay, à îäèí ñòàâèò z .

Òîãäà îí ïîëó÷èò

G (z)x−β(z) = G (z)x−

∫ z
0

g(y)dy = G (z)(x−z)+

∫ z
0

G (y)dy .

Ýòî ìû óæå ãäå-òî âèäåëè... êîãäà ðàññìàòðèâàëè àóêöèîí

ïåðâîé öåíû. Çíà÷èò, è òóò ðàâíîâåñèå áóäåò.
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Àóêöèîí òðåòüåé öåíû

À âîò åù¼ ýêçîòè÷åñêàÿ ñõåìà: àóêöèîí òðåòüåé öåíû.

Ñòàâèøü, åñëè ïîñòàâèë áîëüøå âñåõ, ïëàòèøü òðåòüþ

ñâåðõó ñòàâêó.

Ìû åãî ðàçáåð¼ì äëÿ ïðèìåðà, çàîäíî ñòàòèñòèêó

âñïîìíèì.
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Îæèäàåìûå âûïëàòû

Âî-ïåðâûõ, íàøà ôîðìóëà ãîâîðèò, ÷òî

mIII(x) =

∫ x
0

yg(y)dy .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îæèäàåìàÿ âûïëàòà � ýòî çíà÷èò, ÷òî

êîãäà Y1 < x , èãðîê ïëàòèò βIII(Y2), ãäå Y2 � âòîðàÿ

ñâåðõó öåíà èç äðóãèõ N − 1.

Ñõåìà äàëüíåéøèõ äåéñòâèé: ïîëó÷èì òó ôîðìóëó,

ïðèðàâíÿåì ýòîé, ïîòîì èç íèõ âûâåäåì βIII.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè



Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå F ñ ïëîòíîñòüþ f = F ′.

Êàêîâà ïëîòíîñòü âòîðîé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè Y2 â

âûáîðêå èç n ýëåìåíòîâ?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè



Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå F ñ ïëîòíîñòüþ f = F ′.

Êàêîâà ïëîòíîñòü âòîðîé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè Y2 â

âûáîðêå èç n ýëåìåíòîâ?

Ñîáûòèå Y2 < y � ýòî îáúåäèíåíèå äâóõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé:

âñå Xk ìåíüøå y ;

n − 1 èç Xk ìåíüøå y , à îäèí Xk áîëüøå y .
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå F ñ ïëîòíîñòüþ f = F ′.

Êàêîâà ïëîòíîñòü âòîðîé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè Y2 â

âûáîðêå èç n ýëåìåíòîâ?

Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ

F
(n)
2

(y) = F (y)n+nF (y)n−1(1−F (y)) = nF (y)n−1−(n−1)F (y)n.

À ïëîòíîñòü

f
(n)
2

(y) = n(n − 1)(1 − F (y))F (y)n−2f (y).
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Óñëîâíûå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè

Íî íàñ åù¼ èíòåðåñóþò óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè. Ñíà÷àëà �

ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü:

f
(n)
Y (y1, y2, . . . , yn) = n!f (y1)f (y2) . . . f (yn),

åñëè y1 ≥ y2 ≥ . . . ≥ yn, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Óñëîâíûå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè

Îáîáùèì ñ n íà k < n:

f
(n)
Y (y1, y2, . . . , yk) =

=

∫yk
−∞ . . .

∫yk
−∞ f

(n)
Y (y1, y2, . . . , yn)dyk+1 . . . dyn

(n − k)!
.
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Óñëîâíûå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè

Ïðîèíòåãðèðóåì:∫yk
−∞ . . .

∫yk
−∞ f

(n)
Y (y1, y2, . . . , yn)dyk+1 . . . dyn

(n − k)!

=

∫yk
−∞ . . .

∫yk
−∞ n!f (y1)f (y2) . . . f (yn)dyk+1 . . . dyn

(n − k)!

=
n!F (yk)

n−k f (y1)f (y2) . . . f (yk)

(n − k)!
.
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Óñëîâíûå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè

Íàïðèìåð, ïðè k = 2 ìû ïîëó÷èì

f
(n)
1,2 (y1, y2) = n(n − 1)f (y1)f (y2)F (y2)

n−2.
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Óñëîâíûå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè

Òåïåðü ìîæíî è óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü âûâåñòè:

f
(n)
2

(
z | Y

(n)
1

= y
)

=
f

(n)
1,2 (y , z)

f
(n)
1

(y)
=

=
n(n − 1)f (y)f (z)F (z)n−2

nf (y)F (y)n−1
=

=
(n − 1)f (z)F (z)n−2

F (y)n−1
=

f
(n−1)
1

(z)

F (y)n−1
.
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Óñëîâíûå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè

Íàéä¼ì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü âòîðîé ïîðÿäêîâîé

ñòàòèñòèêè ïðè óñëîâèè ïåðâîé:

f
(n)
2

(
y | Y

(n)
1

< x
)

=

∫x
y
f

(n)
1,2 (z , y)dz

F
(n)
1

(x)
=

=
1

F
(n)
1

(x)

∫ x
y

n(n − 1)f (z)f (y)F (y)n−2dz =

=
1

F
(n)
1

(x)

[
n(n − 1)F (z)f (y)F (y)n−2

]y
x

=

=
n(F (x) − F (y))f

(n−1)
1

(y)

F
(n)
1

(x)
.
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Âîçâðàùàÿñü ê âûïëàòàì

Èòàê, ìû òóò âñïîìíèëè, ÷òî

f
(N−1)
2

(y | Y1 < x) =
(N − 1)(F (x) − F (y))f

(N−2)
1

(y)

F
(N−1)
1

(x)
.

Òîãäà îæèäàåìàÿ âûïëàòà áóäåò âîò êàêàÿ:

mIII(x) = F
(N−1)
1

(x)E
[
βIII(Y2) | Y1 < x

]
=

=

∫ x
0

βIII(y)(N − 1)(F (x) − F (y))f
(N−2)
1

(y)dy .
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Âûâîä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

Ïðèðàâíÿåì ýòî òîìó, ÷òî èç òåîðåìû ïîëó÷àëîñü:∫ x
0

βIII(y)(N − 1)(F (x) − F (y))f
(N−2)
1

(y)dy =

∫ x
0

yg(y)dy .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x :

(N − 1)f (x)

∫ x
0

βIII(y)f
(N−2)
1

(y)dy = xg(x),

òî åñòü

(N − 1)f (x)

∫ x
0

βIII(y)f
(N−2)
1

(y)dy = (N − 1)xf (x)F (x)N−2.
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Âûâîä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

Ò.ê. FN−2

1
(x) = F (x)N−2, ïîëó÷àåòñÿ:∫ x

0

βIII(y)f
(N−2)
1

(y)dy = xF
(N−2)
1

(x).

Åù¼ ðàçèê ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x :

βIII(x)f
(N−2)
1

(x) = xf
(N−2)
1

(x) + F
(N−2)
1

(x),

βIII(x) = x +
F

(N−2)
1

(x)

f
(N−2)
1

(x)
= x +

F (x)

(N − 2)f (x)
.
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Óôôôô + ëîæêà ä¼ãòÿ

Èòàê, óôôôô, ïîëó÷èëîñü:

βIII(x) = x +
F (x)

(N − 2)f (x)
.

Ëîæêà ä¼ãòÿ: ýòî âñ¼ âåðíî, òîëüêî êîãäà β âîçðàñòàåò; à

äëÿ ýòîãî, êàê âèäíî, íàäî, ÷òîáû F/f âîçðàñòàëî.

Òî åñòü lnF äîëæåí áûòü âîãíóòîé ôóíêöèåé (ãîâîðÿò, ÷òî

F log-âîãíóòà, log-concave).
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Çàáàâíîå ñâîéñòâî

Ñòðàòåãèÿ:

βIII(x) = x +
F (x)

(N − 2)f (x)
.

Ó íå¼ åñòü çàáàâíîå ñâîéñòâî: βIII(x) âñåãäà ñòðîãî áîëüøå

x .

Òî åñòü àãåíòó îïòèìàëüíî ñòàâèòü ñòðîãî áîëüøå, ÷åì

ñâî¼ ñêðûòîå çíà÷åíèå.
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Ïðÿìûå ìåõàíèçìû â êîíòåêñòå àóêöèîíîâ

Ðàññìîòðèì ïðÿìîé ìåõàíèçì.

Â í¼ì ó ó÷àñòíèêîâ ïðîñòî ñïðàøèâàþò èõ ñêðûòóþ

ñòîèìîñòü: Θ = X .
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Ïðÿìûå ìåõàíèçìû â êîíòåêñòå àóêöèîíîâ

Òî åñòü åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâà ïðàâèëà:

ïðàâèëî ðàñïðåäåëåíèÿ (allocation rule)

Q = (Q1(x), . . . ,QN(x)) îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü, ÷òî àãåíò

i ïîëó÷èò îáúåêò;

ïðàâèëî âûïëàòû (payment rule) M = (M1(x), . . . ,MN(x))

îïðåäåëÿåò îæèäàåìóþ âûïëàòó àãåíòà i .

Ìíîæåñòâî èñõîäîâ � ýòî ìíîæåñòâî ïàð

O = {(Q(x),M(x)) | x}.
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Îáîçíà÷åíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç qi (zi ) îæèäàåìóþ äîõîäíîñòü àãåíòà i ,

êîãäà îí ãîâîðèò zi , à îñòàëüíûå ãîâîðÿò ïðàâäó:

qi (zi ) =

∫
X−i

Qi (zi , x−i )f−i (x−i )dx−i .

À ÷åðåç mi (zi ) � åãî îæèäàåìóþ âûïëàòó:

mi (zi ) =

∫
X−i

Mi (zi , x−i )f−i (x−i )dx−i .
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Îæèäàåìûé äîõîä

Îæèäàåìûé äîõîä àãåíòà i , åñëè îí ãîâîðèò zi , òîãäà

ïîëó÷àåòñÿ êàê

qi (zi )xi − mi (zi ).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè



Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Ïðàâäèâûé ìåõàíèçì

Îïðåäåëåíèå

Ïðÿìîé ìåõàíèçì (Q,M) íàçûâàåòñÿ ïðàâäèâûì (â ýòîì

êîíòåêñòå � incentive compatible), åñëè ∀i ∀xi , zi

Ui (xi ) = qi (xi )xi − mi (xi ) ≥ qi (zi )xi − mi (zi ).

Ui (xi ) íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíîé ôóíêöèåé äîõîäà.
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Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé
Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Ñëåäñòâèÿ èç ïðàâäèâîñòè

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óæå ñâîéñòâà ïðàâäèâîñòè äîñòàòî÷íî

äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè ìàññó èíòåðåñíîãî.

Ñåé÷àñ ìû ýòèì çàéì¼ìñÿ.
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Âûïóêëîñòü

Âî-ïåðâûõ, ñîâñåì î÷åâèäíî: èç ïðàâäèâîñòè ñëåäóåò, ÷òî

Ui (xi ) = max
zi

{qi (zi )xi − mi (zi )}.

À ìàêñèìóì àôôèííûõ ôóíêöèé � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.

Çíà÷èò, Ui âûïóêëà.
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Íåóáûâàíèå qi

Äàëüøå:

qi (xi )zi − mi (xi ) = Ui (xi ) + qi (xi )(zi − xi ), çíà÷èò,

Ui (zi ) ≥ Ui (xi ) + qi (xi )(zi − xi ).

Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è,

ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó â ñâîåé

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Çíà÷èò, U ′
i (xi ) = qi (xi ) ïî÷òè âñþäó. À ò.ê. Ui âûïóêëàÿ,

òî, çíà÷èò, qi íåóáûâàåò.
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Íåóáûâàíèå qi

Çíà÷èò, U ′
i (xi ) = qi (xi ) ïî÷òè âñþäó. À ò.ê. Ui âûïóêëàÿ,

òî, çíà÷èò, qi íåóáûâàåò.

Ïðîùå ãîâîðÿ, åñëè áîëüøå ïðåäëîæèòå, âåðîÿòíîñòü

ïîëó÷èòü âåùü íå óìåíüøèòñÿ.

Ýòî âïîëíå åñòåñòâåííî, íî íåî÷åâèäíî, ÷òî âäðóã áóäåò

ñëåäîâàòü ïðÿìî èç ïðàâäèâîñòè.
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Ôîðìóëà äëÿ îæèäàåìîãî äîõîäà

Ïîñêîëüêó àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé èíòåãðàë îò ñâîåé ïðîèçâîäíîé:

Ui (xi ) = Ui (0) +

∫ xi
0

qi (ti )dti .

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ôîðìà îæèäàåìîãî äîõîäà àãåíòà

çàâèñèò òîëüêî îò ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ, íî íå îò

ïðàâèëà âûïëàòû.

Ïðàâèëî âûïëàòû îïðåäåëÿåò òîëüêî Ui (0).

Ýòî íàçûâàåòñÿ payo� equivalence.
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Îïÿòü ïðî íåóáûâàíèå qi

Ñàìî íåóáûâàíèå qi áûëî âïîëíå åñòåñòâåííî. Íî âîò ÷òî

óæ ñîâñåì íåîæèäàííî...

Ui (zi ) ≥ Ui (xi ) + qi (xi )(zi − xi ),

Ui (xi ) = Ui (0) +

∫ xi
0

qi (ti )dti , çíà÷èò,∫ zi
xi

qi (ti )dti ≥ qi (xi )(zi − xi ).

Åñëè qi íåóáûâàåò, òî ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî.

Çíà÷èò, èç íåóáûâàíèÿ qi ñëåäóåò ïðàâäèâîñòü ìåõàíèçìà.

Â èòîãå ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Ñâîéñòâà ïðÿìûõ ìåõàíèçìîâ

Òåîðåìà (ñâîéñòâà ïðàâäèâûõ ìåõàíèçìîâ)

Êàæäûé ïðàâäèâûé ìåõàíèçì M = (Q,M) ñ ðàâíîâåñíûìè

ôóíêöèÿìè äîõîäà Ui îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 Äëÿ êàæäîãî i Ui ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé.

2 Äëÿ êàæäîãî i ôóíêöèÿ qi ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé.

3 Ôóíêöèÿ îæèäàåìîãî äîõîäà àãåíòà ñ òî÷íîñòüþ äî

êîíñòàíòû çàâèñèò òîëüêî îò ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ Q, íî

íå îò ïðàâèëà âûïëàòû M .

4 Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìåõàíèçìà M ôóíêöèè qi ÿâëÿþòñÿ

íåóáûâàþùèìè, òî M ïðàâäèâ.
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È ñíîâà ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè

Èç âûøåïîìÿíóòîé ôîðìóëû îïÿòü, êàê íè ñòðàííî,

ñëåäóåò òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè, íóæíî

òîëüêî âñïîìíèòü, ÷òî Ui (x) = qi (xi )xi − mi (xi ) è

Ui (0) = −mi (0).

Òåîðåìà

Åñëè ïðÿìîé ìåõàíèçì (Q,M) ïðàâäèâ, òî äëÿ âñåõ i è xi
îæèäàåìàÿ âûïëàòà ðàâíà

mi (xi ) = mi (0) + qi (xi )xi −

∫ xi
0

qi (ti )dti ,

è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îæèäàåìàÿ âûïëàòà àãåíòà ñ òî÷íîñòüþ äî

êîíñòàíòû çàâèñèò òîëüêî îò ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Îáñóæäåíèå

Ýòî îáîáùàåò íàø ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò: òåïåðü àãåíòû

ìîãóò áûòü íåñèììåòðè÷íûìè, è ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ

òîæå ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.

Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé,

ïîòîìó ÷òî åñëè àãåíòû ñèììåòðè÷íû, åñòü íåóáûâàþùàÿ

ðàâíîâåñíàÿ ñòðàòåãèÿ, è îáúåêò ðàñïðåäåëÿåòñÿ

ïîêóïàòåëþ ñ íàèâûñøåé ñòàâêîé, òî ïðàâèëà

ðàñïðåäåëåíèÿ ó íèõ ó âñåõ ñîâïàäàþò (çàâèñÿò òîëüêî îò

ðàñïðåäåëåíèÿ F ).
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Îáñóæäåíèå

Revenue equivalence theorem � î÷åíü ìîùíûé èíñòðóìåíò.

Îíà íàì åù¼ íå ðàç ïðèãîäèòñÿ.

À ñåé÷àñ ïîðà íàêîíåö ïåðåõîäèòü ê òîìó, êàê ñòðîèòü

ìåõàíèçìû ñ õîðîøèìè ñâîéñòâàìè.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes è ñëàéäû áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/index.php?page=teaching

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé,

íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, snikolenko@gmail.com

Çàõîäèòå â ÆÆ smartnik.
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